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ABSTRACT 


This book consists of three parte. The difference method for 
parabolic and hyperbolic equations is discussed in the first part, 
Where there are many practical schemes, design ideas, mend their nu- 
merical stability-&nalyses, The finite element method for eliiptio tqua- 
tions ig givet in the second part, where the fundamental theories and 
the appel: techniques ete, ате discussed, "Ihe vifi new numerical 
methodi Е orete systems аге in the thir рай, where these highly ` 
tul гө сел algorithma and the applied techniques ате ` 


а 
ех 
рис; Е аа of this book 168 extensive, preet Н дала etsy to 
comprehend. 

This book can suit the needs of greduates of science end engineer 
ing, and is also useful for engineers end researchers, 
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АА INE ЖЖ ЕЙ. ГІЛ ИЕП 
MUZE BERE HR SEE DJ ЖЕ ЕТЕР ИНЕ ЕНДЕЙ 
miu agi]. DARRER EAERI 6 
负 专 门 技术 工作 打下 良好 的 大山 T o 

我 校 各 专业 自 1978 年 招收 研究 生 以 来 ,组 织 了 一 批 
学 术 水 平 较 高 ;教学 驼 验 丰富 的 教 斋 ,先后 编写 了 公共 
课 , 学 位 课 所 顷 的 多 种 教材 和 教学 用 书 。 有 的 教材 和 教学 
用 书 已 正式 出 版 发 行 ,更 多 则 采用 讲义 的 形式 逐年 印发 。 
这 些 讲义 经 过 任课 救 师 多 年 教学 实践 ,不 断 修改 .补充 、 
完善 ,已 达到 出 书 的 要 求 。 因 此 ,我 校 决定 出 版 “研究 生 用 
书 ”, 以 满足 本 校 各 专业 研究 生 教学 需要 ,并 与 校外 单位 
交流 ,征求 有 关 专 家 学 者 和 读者 的 意见 ,以 促进 我 校 研究 
生 教材 建设 工作 ,提高 教学 质量 。 

“研究 生 用 书 ” 以 公共 课 和 若干 门 学 位 课 教 材 为 主 ， 
还 有 教学 参考 书 和 学 术 专 著 ,涉及 的 面 较 广 ,数量 较 多 ， 
准备 在 今后 数 年 内 分 批 出 版 。 编 写 “ 研 究 生 用 书 ”* 总 的 要 
求 是 从 研 充 生 的 教学 需要 出 发 ,根据 各 门 课程 在 教学 过 
程 中 的 地 位 和 作用 ,在 内 容 上 求 新 、 求 深 , 求 精 ,每 夺 教 材 
均 应 包括 本 门 课程 的 基本 内 容 , 使 学 生 能 掌握 必需 的 基 
袖 理 论 和 专门 知识 ;学 位 课 教 材 还 应 接触 该 学 科 的 发 展 
前 沿 ,反映 国内 外 的 最 新 研 充 成 采 , 以 适应 目前 科学 技术 

eT 


知识 更 新 很 快 的 形势 ;学 术 专 着 则 应 充分 反映 作者 的 科 
研 硕果 和 学 术 水 平 , 谓 述 自己 的 学 术 见 解 。 在 结构 和 阅 述 
方法 上 ,应 条 理 清楚 ,论证 严谨 ,文字 简 炼 ,符合 人 们 的 认 
识 规律 。 总 之 ,要 力求 使 ?研究 生 用 书 " 具 备 科学 性 、 系 统 
性 和 先进 性 。 

ФАП ЕЕЕ РЕ 研 充 生 用 书 " 的 质量 尽 可 
能 高 一 些 , 但 由 于 研究 生 的 培养 工作 为 时 尚 短 , 水 平和 经 
验 都 不 够 ,其 中 缺点 .错误 在 所 难免 , 尚 望 校内 外 专家 学 

者 及 读者 不 音 指教 ,我 们 将 非常 感谢 。 


华中 理工 大 学 研究 生 院 院 长 
бош 
1989. 11. 
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工法 与 分 术 并 重 ， 因 此 未 书 能 适应 不 同属 次 载 守 和 阅读 的 需要 。 
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#12], de О КЖ ЕЛ Gk, ALAARE t 
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实现 过 程 外 ， 还 特 列 安排 了 有 关 程 序 设 计 的 内 容 ， 列 出 了 便于 应 
用 和 参考 的 计 季 抠 图 及 算 全 数据 分 煌 等 ， 这 些 部 有 利于 提高 污 书 
烽 践 能 为 和 设计 思想 。 第 三 ， 反 映 最 新 成 景 。 Җа Ab ut 
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毕业 于 华中 工学 院 机 械 制 造 系 ， 
现任 华中 理工 大 学 数学 系 副 教 
ШІ, 1979 ~ 19814 EN P8 48 2€ 
恩 大 学 进修 计算 数学 。 多 年 来 一 
直 以 事 偏 微分 方程 数值 解法 的 教 
学 和 研究 丁 作 ， 并 在 学 术 刊 物 上 
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第 一 篇 ” 解 抛物 型 和 双 曲 型 
方程 的 差分 方法 


扫 物 型 和 到 蛆 型 方程 描述 了 物质 扩散 和 波动 等 不 定常 物理 过 
程 ， 这 两 类 偏 微 分 方程 的 定 解 问题 在 力学 、 热 传导 理论 、 燃 烧 理 
论 、 作 学 、 坚 气动 力学 、 中 斑 学 和 经济 数学 等 方面 都 存 着 广泛 的 
应 用 。 这 两 类 方程 一 般 可 转化 为 常 微分 方程 (组 );， 它 们 在 解 的 结 
构 形 陈 和 解 的 稳定 些 研 究 方面 都 有 共同 之 处 ， 因 此 本 篇 重点 讨论 
其 有 你 表 性 的 初 值 问 题 的 差分 方法 ， 

初 值 问题 的 其 分 方法 是 古老 的 ， 8 06-3928 fE, Courant, 
Friedrichs 和 Lewy 在 《 论 数 学 物理 中 的 偏 微分 方程 差分 方法 》 
一 文中 就 作 过 较 深 人 的 讨论 。 由 从 电子 计算 机 问世 后 ， 壮 分 方法 
的 研究 和 应 用 迅速 地 发 展 了 ， 近 几 十 年 来 新 的 思想 和 算法 仍 不 断 
ШЖ, ЖЕНУ ЖУ И ЖАЛАЛ, ЖӘНЕН УНЫ 
遍 实 用 的 。 m | i 

本 篇 主要 就 线性 方程 的 初 值 问 题 介绍 各 种 有 效 实用 的 差分 格 
IN NIN S ЕТ АУЛЕТ, НЫН ЖЕНЕ 8 X ES2 C ERAS 
稳定 性 分 析 。 КАШЫНА ACIES, TROU 
жен Ны Кыны RN 
算 效 率 ， 有 的 还 揭示 了 不 同类 型 偏 微分 方程 之 间 的 转换 规律 。 读 
者 若 能 将 这 些 算法 融 汇 贯通 ， 无 疑 是 极其 存 益 的 。 


第 一 章 ” 解 抛物 型 方程 的 差分 方法 
本 癌 主 要 讨论 一 般 人 性 的 二 阶 线性 抛物 型 方程 ， 其 定 解 问题 假 
定 是 适 定 的 ， 特 别 是 重点 讨论 热传导 方程 这 一 模型 间 题 的 差分 方 
法 。 本 章 先 所 出 解 抛 物 型 方程 的 差分 方法 中 必须 讨论 的 有 关 理 论 
问题 及 有 其 研究 的 方法 ， 再 介绍 各 种 差分 客 式 的 构造 及 其 稳定 竹 分 
析 。 本 章 内 容 不 仅 对 解 非 线 性 抛物 型 方程 其 分 方法 有 指导 意义 ， 
中 且 也 是 学 习 第 二 渴 的 基础 ， 


$1 二 阶 线性 搜 物 型 方程 的 适 定 性 及 其 解 结构 
тізеге Bs Jy 88 


| | 
Lu= С - азды -f(x,D, a0, (X,0€D, (1,1) 


Jh, рй x-t 平面 内 的 给 定 区 域 ， 它 可 以 是 有 界 区 域 ， 也 可 以 
ELAK, ІН. 
方程 《1,1》 的 定 解 问题 根据 定 解 条 性 可 分 为 四 种 类 型 ; 


1. НЕН (Cauchyi]NO — 


JVERAEDS(G,DIx€(- оо, ко), Б>оу RO RIO.D 
消息 初始 条 件 
i ul, 0) = PX),  X€(-co, +оо) (1.2) 


HUREu (x, 1), 
2， 莫 一 类 初 边 值 问题 


在 区 域 D = ((x,t)|x €(0,D, t€ (0, T)) 内 求 方程 《1.1) 
Wh XE ВА 2 EE RISE E 48: AR CF 


. 2 


[1,0 590 x € (0,1), а. 
и(0,4У-а,(00, чС,-а,(і), tE, T) | 


ВУЖ исх, 2), 


在 区 域 D= {(х,0| LE, D, 16(0,ТУНАЖОЗЖ (1,1) 
满足 初始 条 件 和 第 二 类 地 值 条 件 

(400) 7900, xe (0,15, 

u,(0,f)= В.С), u(i, =BG, 16 (0, T) 
НӘ (X, t), 


4， 第 三 类 初 边 值 问 题 


TEIG D = ((x,1)] x € (0,D, £€(0, T2) PORA TR (1,1) 
满足 初始 条 性 和 第 三 类 边 值 条 储 

u(x,0) =p), Є, i, 

b –0,()0,) |. =Y (D, (1,5) 

(u—0,(0u,],.,v,(00D, te(0,T) | 
Ны Ох, D. 

在 抛物 型 方程 的 研究 中 ， 定 解 问题 的 证 定 性 概念 是 章 要 的 ， 
如 果 定 解 问 题 的 解 存在 唯一 而 县 竹 定 ， 则 称 定 解 问题 是 适 定 的 。 

某 个 物理 过 程 在 一 定 条 件 下 总 是 具有 崔 一 确定 的 状态 ， 因 此 
正确 描述 这 种 物理 过 程 的 定 解 问题 的 解 应 是 存在 唯一 的 。 但 是 几 
仿 微 分 方程 对 此 作出 描述 时 ， 总 要 经 过 一 些 近似 处 理 ( 例 如 赛会 
FRAR 并 提出 一 些 附 可 要 求 ， 我 们 具 能 说 定 解 问题 近似 地 
反 台 了 自然 现象 中 其 个 物理 过 程 ， 而 不 能 说 两 者 完全 等 同 。 因 
此 ， 完 全 有 必要 从 量 的 角度 来 研究 解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 只 有 闭 
清 这 一 问题 后 ， 才 能 判断 对 于 时 结 出 来 的 定 解 问题 ， 所 给 定 的 条 
件 是 否 足 以 保证 解 的 唯一 性 。 如 果 条 件 不 完备 ， 则 还 要 拷 新 的 条 
Е. 


(1,4) 
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. ЖЖ, ШАТРА {ЕП ñSp {В ИЛЕН SIMA NU ЖОР 
的 ， 一 般 只 是 近 侯 的 。 在 这 种 定 解 条 件 下 求 得 的 解 ， 只 有 在 它 和 
准确 定 解 条 性 下 依 定 的 解 焊 差 很 小 时 ， 可 在 实际 意义 ， 如 果 定 解 
伦 件 的 微小 变化 引起 的 解 在 定 必 域 中 的 变化 也 是 微小 的 ， 则 称 定 
解 问题 是 务 定 的 ， 束 称 解 是 运 练 依赖 于 定 解 条 忻 的 。 | 

ТЕТЕ ЕНЕ (1,1)-(1,2), 0,D-C0.22 为 例 ， 列 出 数 
理 方程 研究 中 有 关 适 定性 的 部 分 结论 ， 

利用 数理 方程 中 求 基本 解 的 因 法 ， 可 求 得 齐 次 初 人 问题 


(Ou әдбш po 
' gf Өх" ; 
| a0, >), хС(-со, + ооу“ (1,6) 


wx, 0) = pix), 
的 适 定 解 为 UmTUS cR 
dou D = To ose Dede, | сқ?” 
其 中 ， 
ЕЕЕ 
еле? DES exp 一 (x — Ё) ула? 1 


是 齐 次 初 值 问题 (1.6) WEAR, HOO) АНТА Q K. © 

则 可 确定 61,7) iE (3,6) 的 解 ; 不 仅 如 此 ，u (х, ЖАЯ 

ыы Н] ELS Е x f ЭЖЕ, | 
ымыны n 
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-OF 
= MS d “20, << 59 reo) 
| | | | 11, 8) 
也 可 求 得 适 定 解 为 
T i coton, 1) -|7е, Ctt) PCE dE 
- Ë pto | 
+] ecshr-ofíeodde  G.9 
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H (1,70 ЖІ (1,92 式 可 知 ，Cauchy 问题 的 解 由 两 部 分 

构成 : ВЛЕ ДУ ІН, БЕНЕЖНЕНИ ЕРЕН ЫНАН 

—H XB DRE NU, CERTIS RARR RAR. 
河 于 方程 | 


| | | 
= алды. = 0, a>0, t>0, LEi), 


еді gx? 
w(x,0-9(,  x€(Q,D, 0,10) 
Lu(0,f) = uf, f) = 0, PA | | с. ау 
: ' аа 
可 求 得 适 定 解 为 аз 
BD = [o cse ed» de, б 
其 中 ， | BEEN 
Gi Gn 5) = —— expr = Qm/D*o't sin A oai sin EE 
дайан ол» romae | 
对 于 方程 МЕКЕН | | a. Hd 
2, px YU 
OW — 299 - (0. һа 
ES — @ Əx fe, D, 870, 12-0, хє (0,0, 
исх, 0) =0, sE, | е (1.12) 
(ш(0,40- (1,0-0, #220 ü 
也 可 求 得 适 定 解 为 oos Am а 
mE ыы t) = = |], ЖОТА f (, D dade, (1, 13) 
TU m toa 
аба. at te f Gn, tb, а>, 3>0, seas RM 
(x.n UD “ал 


| «05,0 = PCX), x € (0, D), 
(4(0,4)-ч(1,4) = 0, і 220, 


Дз Фибх, Ф) = u (х, t yuQ D, Ж цш, Ce ERI, Qr yuy 
т 5 L| 


СЕЗ ІІІ (1.10) ROIDH. MIRER. 14) 
的 适 定 解 为 


u(x,t) = (с.а, 2,0008 


ri 
ЙКЕ -ту/(6,туаЕйт, (1,15) 


ІН (1,102 --(1,15) 式 可 知 ， 初 边 值 混合 问题 与 初 值 问题 在 
租 的 结构 方面 有 着 共同 的 特点 。 另 外 ， 非 齐 次 边界 条 件 的 混合 边 
值 问 题 可 以 化 为 齐 次 边界 条 件 的 温 侣 边 值 问题 ， 又 可 进一步 作 周 
期 延 拓 。 所 以 ， 对 于 抛物 现 方 程 解 的 结构 和 稳定 性 研究 方面 ， 证 
窒 初 值 同 题 是 有 代表 性 的 。 

下 面 以 初 值 问题 〈1.8) 为 例 ， 分 析 初 值 稳定 与 右 端 稳定 的 
关系 。 

ERARE, ETIP + со 和 给 定 的 #, .有 

lec s Eel К-сопя, (1.16) 

АЖЕ ЖИЕ ТИН BE 8:96 T -| GU Жіп, (1.16) 式 中 的 人 可 定 
Ут, ЖЫЙ ҖАЙ, Ep 


heca, +3 = ІШ lu(x,1)]1*d x, 
lucx, 2). = maxls(x,t)|, 


由 初 值 稳定 的 定义 可 知 ， 初 值 问题 (1.8) REF I| ЖИН 
ЖЕЮЛЕЕНЕКАЕС ODAT KAR, Вр 


ІС. DIR, | VOD €D., (1,17) 


THEMES АН АЈ. 设 定 解 问题 1.8) БЛ 
fx, t X25, KEAP) ЖБЖ, WOO) RiP) 
所 对 应 的 急 值 问题 的 解 是 uC(%*,f) Жі CX OD, MBARA (1,9). 
(1.16) 和 (1,17) $, 就 有 ——— | 


Or -u | 6, 0,5 баз 


ғ б ғ 


[То сав -әкедемі - Gre Doce 


-| | es,e, - r) f G, тава KN) - p (xl, 


ын, ДЕМ Ыз] НИН ІНЕ See il, s S Im W hi EE SUE 
АТН ФОС») 的 。 

直上 式 可 知 ， 研 究 齐 次 方程 和 非 齐 次 方程 的 解 的 初 值 稳 定性 
是 等 效 的 。 | 

TE TU s ніні, mE, ІС + eo E. 

lucs DJEM th М-сопв, 
ЖКН ТӨ] НОЙ P J| ІЗДЕН. 

右 端 稳定 的 意义 也 是 明显 的 ， 设 定 解 问题 〈1,8) КЮЛ d fü 
Vx) TRZ, LEDENA NA D ЖЕ. ЖҚ, 
FIFe, РУ БТЗ БУШ ІНЕ ДЕ w(x, A 和 иба, ОО, ЙІН 

Cx Ey ux, DI MOS D — f (x, f 
ЫЫ, ЖИ RIS КЫЗ АЈ HR {т MRA ЖЕТІ, НЫ 
EE St CRT EIE f (x, DEN 

ІН МИН ЗЕН tas НЕ МОНГ АП: ЖИЕ ААУ Ж ЕГ 
寞 | н ит, Mme TRE] Ит AES. | i 

事实 上 ， 若 定 解 问题 〈1, 8) HERST IERE, WI 
^i | 
Gx DK, М(х, ЕР, 
若 再 设 问题 (1,8) 中 对 应 了 和 了 的 解 分 别 为 站 和 ua， ВА 


(x,t) = u(x, P= (Ге. (gf) peE) dE 
н (а, са, 6,7 DKE aded: 
- | Гв, re) de | 
-|] e eer mrs o dedz 
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SMI, 1) ~ fx, D 

综 上 所 述 ， 研究 齐 次 方程 初 值 问题 的 解 的 初 信 稳 定性 是 有 代 
ABER. 

3 F— Ri ЕТЕР ИНЕ [RI EE HR E РЕНЕ E BJ PJ HE 
有 如 下 结论 ， Z 

Hbxc(x,Qx., X € En WEE RE ЛЕЛЕ, — r 28 
PE Ф ОД [8] R8 
Lu- z a, (x, t) За” + 5 6,69, D t e(x, УГ 


\ - 00 =f(x,t EEs t0, 


ee 0) = m x ë E, 


ЈЕ ЛИШИ, | ооч 
(0D XP V Qe, F, € E. X £01)» Д 
(2) ін = (BrE M ғы”, Ys. 有 | 


Sax вво, Улу E, Ð 1 
Са) тоожв, LER. I 
ШЕ Ех [0,138 Jk tli BERG ей, X NOS 
u(x,t) = ІЙ G(x,£,t)9 (d£ 
К ЧИЯ Gp t-I FG, D deda 


—— 


Жин, с(х,6,1) 是 此 间 题 的 基本 解 。 
32 d AXES 
21 WH FRAEN 


AE — Het fe SOS ERU ЭИА 
4%. 


a 5 | 
| Lu- S-- ады = J (x, by, (x, € D, 

u(x, -9(x), хе(0,1), (1,18) 
u(0,7)-u(1,/) 20, ECT] 

Ammp-f(iox,0[xero11l, t€ [0,TJ]), IEAS. 

Шел ЛЕ (1,18) 问题 的 基本 步骤 如 下 ， 

1-25, ERKA RUE. FPF ШЕ Ен, tQ ВТ 
Жыр НЕТ АННЕ. ын ОР ИОВ А t) 
(ECARD 29015. PHNP АН D, Жл. РА 
ЖЕМЕ, ял 9D, ñ AIT НЕЕ sg s]; 
KARAP Ж. ШЖГ0,11 ЮУ ИЕЛ ЗЕ а, і-0,1,-", М, ДА = 
1/ Үз WACO TI ЕМЕЛ, R-0,1,, M, Піт-1/М. 
参见 图 1,1， | 

第 二 步 ， 定 解 问题 离散 化 。 由 Taylor 展 式 可 知 ， 在 节点 他 ， 
名 处 微 商 和 差 商 有 下 述 关系 


! ux lui -u(xeto Еш +00), 
| r ot lj 


их, tad = UR Fs) Ea LO). 
d iru] = 4(X,,0,), м = f (Xx; Қ, u^ 是 u(x,, OBL, 
ПІН ЕНЕ (1.1580 ATEA. BMEM АЈ 6 47 A 
E, RHEA: 


(1,19) 


1 4g5*1 рй u* 一 9u + t | k 
Lut = L,u]t ==-—/ 271-7 9 4-і d } + = f$, 


(1,20) 
]j=1,2,w, N —11 Е-0,1,2,"“, M — 1. ， 


差分 方程 OO 称 为 解 热传导 方程 (1.18) каты 
式 ， 它 是 一 个 两 层 四 点 格式 ， 它 所 用 到 的 节点 图 式 如 图 1.2 所 示 。 


(7, k T1? 
k+] 
k 
Gg —1, k) CH. E) (J+ kÙ 
1.2 


H (1,190 Ж (1,20) д, A 
R5:- Lu] - гн] = OC - 52), 

HR HZR NE (1.200 ШЕГЕН, АРЫЛУЫ у 
E SYN TE SY TEA, EARED ДИЛИ TEC 
fuj- uix tpl | 

第 二 步 ， 解 差分 方程 ， 将 定 解 条 件 也 离 HEU. +E s] Ж “Ы 
ЊЕ” 1а57 = oT/h*， 肝 将 差分 方程 (1,.20》 改 写成 便于 计算 的 形 
式 ， 就 有 


10» 


cut! ub a r(us. ,-72u! ruler! 

=ч ,-(1—2r)uj$ prub o vf 5, (1.21) 
uj = Pixy) (ou Ü, 
ыҒғшат/А)) $-1,2,,.MN —1, R=1,2, M - 1. 


XR. WAR = 0 层 . 上 的 数值 ， 即 可 逐 虚 算出 上 =1 层 上 的 金 部 离 
散 节 点 处 解 的 近似 值 ， 利 用 总 层 上 的 节点 值 算出 中 + TI 层 上 的 节点 
ЇН. 这 祥 逐 层 逐 点 地 显 式 计算 数值 解 是 非常 方便 的 。 

2,2 三 个 古典 闫 分 格式 


DARES., H (1,200 зар, ТАВ Н Е [АЈ ТАЈ 
的 一 阶 偏 导 ， 用 中 心 差 商 代 赫 空间 方向 的 二 阶 偏 导 ， 就 得 到 截断 
误差 为 OC(t+ 83) 的 古典 显 格式 (1.20) 和 便于 数值 计算 的 (1,21) 
Ж. ЖАТЫ REUS = (ик, ub T, Бә (fh... 107, 


| 


н {ЙИ ЕЕЕ: 
p**!'-[(1-20)I-rC]U*-TF* 
= AU TES, (1,22) 
其 中 ， 
1-2 ғ 50 1 
r ]-2r ғ 101 | 
А=| ЭЗ, ЭЗ 8 мс e |, 
r | 1 | 
| | r 1-2r | | 1 0 2 


ІХМ-ІН ІНЕ, 

TARRA. НЫН оН ВТ НАУ 6, MAZ 
RE BEIUEEPERSBUN MEI or (E75 ik. НТА КВ (1,18) 
式 中 一 阶 偏 导 ， 用 二 有 阶 中 心 差 商 代 赫 二 阶 仿 导 ， 就 得 到 截断 误差 
От + 本) 的 古典 隐 和 格式; 


一 (4 (и? Tuj tuja) = f). (1,239 
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这 也 是 一 个 两 层 四 点 格式 ， 它 所 , 
累及 的 节点 如 图 1.3 所 示 。 
НЫ Ví Ж) 
= 0 T), ij j 
ЕЕЕ ЕТЕ» BEO R t iE 
RRRS RETRE ТЮ Ж "rs 
式 : 
[Hi crea omui eia) c HR 
u= Plx),  uF = uk = 0), (1.24) 
Ly = away, j=1,2, N - 1, Е-1,2,"", M. 


та ЖЕ GNIS ЕЕ ЛД ZU 
AU = Ut+t vp), (1,25) 
其 中 ， 


A=[(1+2r)I -rC]- 
— f | 


-f І+27 


HEHE; ЗУН (01.240 BUGAXNOBEEA— OE fS 
(ХЫ, к 01.240 НЕЕ, НК, у B. — = w Е, 
MÆND DRH 《1.24》 可 用 追赶 法 求解 .值得 指出 的 是 ， 对 任 一 
时 间 层 六 ， 只 有 通过 求解 一 个 W -1 阶 线性 代数 方程 组 ， 才 能 求 
FAR ТАЈ МА ео. ШАА ЖЫҚ ЖИ 
复杂 ， 但 由 下 池 的 讨论 可 知 ， 隐 格式 的 稳定 性 较 好 。 

Richardson 格式 。 为 了 提高 截断 误差 的 阶 ， 用 一 阶 中 心 答 
ВЕ BI NSg—DBr IR. HL и берин PRETI 
Ит ЕЕ, 148 Кісћагаѕоп z; 


+ ]2+* 


КЕСИБ u$71) -o Uh: -2u$r-uf,:)— Fi. „ (1,25) 
这 是 一 个 三 层 五 点 格式 ， 它 所 水 ау 
及 的 节点 如 图 1.4 所 示 ， 
Richardson АН ВА k 
E n1- Ot? + hit), EE 
“ 结合 定 解 条 件 ， 可 将 Rich- k-i 
ardson 格式 改写 成 便于 数值 计 / | 
算 的 形式 ， " 1,4 | 
[Uca жағы) 2u} ғара) +27) 40. 
пре ф(х), ий-иф-0, . (1,27) 
lees, = 1,2, А-1, Ез1,2,- M- 1, 


Richardson а= ЕШ, ЯНАВА - 1 层 和 第 天 
Бекке HER 3-3 02 15 2291 E 30345 И. Ж 
Ж, БДЖА НЕ, CHR S Bš GC ELI h = 1 层 上 的 数值 
解 ， 然 后 才能 利用 Richardson 格式 逐 导 地 进行 显 式 计算 . 
Richardson HAREE 4 
U'"icp'ir*a3r(0o-2DU* + 21F*. (1,28) 


2.5 和 解 补 物 型 方程 的 整 分 方法 中 的 两 个 基本 问题 


前 面 ， 我 们 已 用 直接 姜 分 化 方法 移 造 了 三 种 姜 分 格式 ， 读 者 
HAAR, 这 些 格式 是 否 都 可 用 于 实际 计算 呢 ? .这 就 要 对 差分 格 
式 送 行 理 论 分 析 ， 考 塌 到 实际 计算 时 初始 值 有 说 鞠 《例如 初始 条 
HERT. ЕГЕТЕ НІН ЛЕ ), БАН ИН ff 和 
ЕЗ A E, АП а 之 BJ 
Шер. ШК, БОКИН МЫЛ ОУН ИЕ, BUDE 
MA, тк), Xy 


EI- ulat] чс li ut] luh u(x;,1)] 0, 


15 * 


Биен,» KERRE Xin] uj, 2877778 
ПОЗЕ XE EINE. ВПЕВНЕНА F, RÆ dn] -4 站 能 被 
В ЗЬ ја. 

由 于 齐 次 方程 的 初 值 稳定 性 具有 代表 性 СӨЛІ», ТІН 以 

(1,18) ОМ НОЕ ФК ӨЛЕ [IB] ER ñu yk ВЕ d Жі 

ub*! gb cr(u* ,-2и) tut) 
的 数值 计算 为 例 ， 观 察 误差 e = gl- u) 的 传播 情形 。 由 上 式 R 
M, Re MERAN 

e$*!-ehar(o* .—2e9 4 e*,,), 

BA- RING UE RE, Melee, 而 在 第 外 展 仅 于 
xy, 处 有 计算 误差 oj = 2， 这 一 展 其 它 点 也 无 误差 ， 生 在 计算 过 得 
中 不 亚 产 生 新 的 误差 ， 那么 利用 误 姜 方程 ， 则 可 计算 出 + = 172 和 
r= 1 时 的 误差 。 的 传播 情况 ， 并 将 其 列 于 表 1, 1 和 表 1.2 中 ， 


Жал +=1/2 时 ， 汪 里 县 格式 的 误 妾 传播 


N һ-4 | 151 nez |+ ha 
| [| |] el | - 1 Lr. 
kl d] loe DEZ 0, БЕ qoo fose | b. 5g o | 
k+ 2 (1. ^ АЮ e dose | о (о БЕ se | o 0 Ls 252 ase | ` _ l 
К+ 3| o. 1256 0 0.375 КР 0 29 е 3758) 0 o ba 00 ШЫ 

| 0, 2758 0,258 | Ж? 0825г 


ВАТИ, MARMA, IX e WENER 
小 ， 所 以 古典 显 格式 在 r = 172 时 是 关于 初 值 稳定 的 。 然 而 ， 由 表 
1.2971, ВЕЖ АК, 3 е 的 影响 越 来 越 大 ， 古 哄 显 格式 在 
r= 1 时 是 关于 初 值 不 稳定 的 ， 此 时 的 差分 解 也 是 不 收 合 的 。 壮 
么 ， 如 何 分 析 判 业 某 种 差分 裕 式 的 稳定 性 ? 稳定 性 与 收 项 性 的 关 


” 14% 


Жіп? 
由 此 可 见 ， 差 分 格式 的 稳定 性 和 差分 解 的 收 人 就 福 ， 是 解 抛 物 
型 方程 的 差分 方法 中 必须 首先 弄 清 总 的 两 个 基本 问题 ， 


381.2 7 =1 有 时， 上 十 虚 明 格式 的 误 整 传播 


| 
Һ-21Һ-1 jat1:19*2i]5- 3 Hg t À 


$3 ” 禁 分 方程 的 程 定性 与 收 印 性 
本 节 我 们 将 要 明确 有 关 稳 定性 和 收 合 性 的 概念 并 建立 有 关 通 


论 ， 
5,1 整 分 问题 是 对 建 续 性 问题 的 近似 模拟 


ӘЖЕ УЛ ERES BUE U* (ий, 101, БЖ 
TE AXE ЕГНЕ АА КЕЛИНЕ, 15 ЧЕН МИНА 
ий (x) рар ЖЖ. нї (ху uj, Хур СХ ЖЕМІ 
АНЫН, ША, ЕЭБІЛБЕШ ОЕР НОГЕ £i 
Аис). 3 

Рав 223808 3 U‘ ПЕЖЕНІКЕ (Euclid? ЖЕ 
m. 


JU]; = e? Lr PE „= max[ ufi , 


IE 


ш, ЭЗЕ ИПИНЕ АНИ БЕШИ АЛЫР НАРСЕ ukax) 
ВУЛ, 1; MSDA— OB], ОНРО Е oOo ІІ. Al, 2 
A BERE EU АҢЫЗАҚ CX OBS Lu 模 和 连续 模 的 一 
Bh LUE. 
AL ZDRU EREI] aT аб (u(x,, 
ЙУН (Хы 0007, ul fix 7g 
| C/* — u* I0, T HD, 51->1, 
由 832 1, БАЛАН RY = Lui- [ Luli 反映 了 差分 算 子 和 
微分 算 子 的 关系 ， 据 此 有 
ТШД Ж 如 果 间 ,有 -x0, RT 一 f 时 ,对 填充 分 光滑 沙 Ж 
Uu, + 
RII - L, [u] - [Luji|-—>0, 
ШАРА L BUR SB E, KARADA HRAS. 
TA ШЕШ FAX (1,20), 18 Ж АМЫ, O 232 8I Richardson 
HAC. 26 ЕЯ ЕЛГЕ (1, 18) ААН 857, 
КНР EDEN. "ший. 22) 和 古典 隐 
格 翅 (1,25) 个 难 知 道 ， 常 系数 线性 微分 方程 的 贡 诗 差分 格式 可 束 
ed | 
ACGG1) US! = ВОВ, T) UHER (1,29) 
的 形式 ， 其 中 А, НДӘ НИШ, ПНО ЬУ £ NI z ЖЗ, 
кіс, ЖЕ КОЛ ЛУ ЕЕ ҒАНИ j 
差 商 吉 按 代 兰 微 商 的 绿 收 ， 
”对 于 变 系数 线 竹 方程 ， 相 应 的 两 层 格 式 可 写成 
АФ = BWIA кар, E 
дю Вла”. TAX, НЫН ЖЗ. 
oo ЖЕН, XD AED АЯП т AERA- ERAN. — 
ІШ» УК 2 Ми ХЕБ ЖЕ Жа (хур, Биз А-у B Ti.. 


api E221 ERIS “Ши? r= а*-Ж ЖЕП 
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1.191812 以 及 以 后 关于 稳定 人 性 分 析 的 章节 ); 所 以 差分 方程 
rp АП т йчзё жн] ШЕ A g, АУ, H m Ж 2,(09 
= (f. 

A u,29 APAA ТӨ, ту ЕТЕ, HBAjdo(hë = А 1(А,т) 
Bih TD, URRA AEA nd. 29 B AERE Ag F ESTA 


U**1-g(h,)U* А 14 Ch, T} F* 
= аё, TOR TU ATA IAT) FR "np" D pt 


grt (ATIU? +ту; arith, zy. АСВ, т) «Рі, (1,30 


НІШ, КОНЕ МИН y ЖЕНЫ PI EE ЭЕ ELM EMI 
e L кр ІН АНУ ЕЕ A, D, IDA. ық, 


2.2 MNA RSEN 


ИА FENERE (25 5191), TUBE HERRA 
构 (1.30) 式 来 研究 差分 方程 的 稳定 性 是 非常 方便 的 。 .…， 

过 分 方程 的 初 值 稳定 性 是 斩 究 差分 方程 在 右 端 自 由 顶 无 误差 
(相当 于 并 次 半分 方程 ) 的 情况 下 ， 初 值 干扰 对 着 分 友 程 . 解 .的 影 
史 。 它 反映 了 差分 能 是 否 连 续 依 赖 于 初 值 的 情形 。 只 票 在 (1,30) 
AHS FED, 即 可 理解 下 述 关 于 初 值 稳定 的 定义 ， ОО, 

ЖЖ PRIRA (1.29) 是 关于 |. HH SEO. 若 存在 M 
>0, т.>0, EE Ш0<т<т,, h= 9.67) H 9,00) = 0 时， > 
(1, НЕСЕ ЕЕ Ж 

лм, 0<\у^<тТ/т, 

于 分 方程 的 右 端 稳定 性 是 研究 差分 方程 在 初 从 准确 无 误差 的 
[EDU B. WIESEN F* 的 于 扰 对 差分 解 的 影响 ， 它 反映 了 差分 
解 是 省 过 续 依赖 十 右 端 自 由 项 的 情形 ， 这 相当 于 研究 非 齐 次 送 分 
方程 与 者 切 值 条 件 的 情形 ， 因 此 ， 只 案 在 (1,.30) 式 中 令 t° = 0, 
АП nr PB ЖҮЗЕ М. 

"E £? 


定义 ”差分 方程 (1,29) 称 为 关于 模 |. | 右 里 稿 定 的 ， 若 存在 
”>0， 7,20, EROL А-4,СОН 2,00 = 0 Bf, 25} 
JEE (1,298 БИН Ы = 0 的 解 满足 不 等 式 


А- 
Jr 和 Mr X IF, 9<УА<Т/т, 


其 中 ，M 是 与 7 无 关 的 常数 ， 
定理 1.1 其 分 方程 按 4* 初 信 稳 定 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 To 
0, М >0, (Hiit, А= 9,6010 Н0,00) = 086, Ж 
lo*th,DlIxM, 0<уүЁй<Т/т, (1.31) 


AH, @(h,+)= Ah, TB, T), А ERE, 
ШИН S 0.30 B EF'-0, HAARE, Н 
П = ler A U0 SADHU, 
再 由 初 值 稳定 的 定 闵 ， 即 证 得 定理 1.1。 O 
定理 1.2 ЖЕЛ (1,29) XF |- 1 初 值 稳定 ， 则 其 关于 
DERRE. | 
Ay 5501. 29) e iSo PE sa ma E PE, 812 Bi 
DEI 38 72718 
AUT: = BU}; [477 = BU* - YFh 
Гүлі» U` = 0, 
H (1.302531, ХАСЕН 
Utt = дав, DU}; 


оне ак) D E 
因 差 分 方程 (1.39) ІН, НЕ zn ІНІ 
БАСА, 21<с, lo*ch,)] ОӘМ(ӨС<УЕ<Т/ғ), Pu 
кетсем X ғ, [1 


经 上 所 述 ， 类 似 于 拍 物 型 方程 稳定 性 的 讨论 ， 差 分 方程 稳定 
狂 网 讨论 可 归结 为 初 值 稳定 性 讨论 ， 因 此 ， 在 以 后 章节 中 ， 差 分 
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方程 的 种 定性 都 是 指 相应 齐 次 方程 的 初 值 稳定 性 ; 同样 为 了 方便 
起 见 ， 一 律 将 差分 格式 写成 齐 次 形式 ， 


5.5 БЕДЕ 


定理 1.5 设 线性 常 系 数据 物 型 方程 L и р НИЕ 
(1.200 R3, HOD AXT BE, MED Ri EAT 
HRR BD 

[п*-[чл*Ї-0, k, r—0, Ат. 
by SE dT ЕНЖАР — OQ А9, WARE 
{17% — [и = Ост" + A5, 

ШИН 注 虑 场 值 问题 ， 令 

еу-и(х;,)-ч)- [ul — uh, et, 
Е = (еї, «ев ОТ, Rts (Re, А |)”, 


HT 
| КҖ = LL ulf- [Lu] = L [uJ рі 
= L,[uJi ~ Lu] 7 Let, 
AIRE e FH ДЕ 352) 2; 8 
(^ = Rà, 
е%-ф, 


ЕЕЕ (1,29), H (1,3005 AE ЕР 
E* =+ b [g (5h, DJEG A (ЙА, T) RP, 


由 初 值 稳定 性 导出 


l4 (,0]RM, la'(^,|xM, і-1,-",В, 
wA O 


ЕҢ STM? PI = Te OG + А) = Or A9), O 


值得 注意 的 是 ， 定 理 1.3 中 对 模 无 特殊 要 求 ， 所 以 ， 只 要 证 
阴 差 分 格式 按 确 定 模 稳 定 ， 就 可 导出 差分 解 按 相应 МЫ. 5] 
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外 ， 定 理 1.3 НЕЛЕР T 260 ERO SEE, TUELTH 
让 了 据 高 荆 分 解 精度 的 关键 之 一 在 了 于 提高 蕉 断 误 RERUM. 定理 
1.3 还 可 进一步 发 展 为 较 一 般 情形 . 

Lax 莹 价 定理 ” 设 线 性 微分 方程 关于 初 值 是 适 定 的 ， 其 相应 
-的 差分 方程 满足 相 容 逐 近 条 件 ， 则 莽 分 方程 收敛 的 充 要 条 件 是 甘 
分 方程 关于 初 值 稳定 。 此 定理 的 证 明 从 略 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 
27$ XRERE1T— [4]. 

最 后 ， 我 们 把 本 节 讨 论 的 各 种 概念 之 间 的 关系 简单 表示 在 图 
1.5, 


34 ”判别 稳定 性 的 Fourier 方 法 


首先 考虑 线性 常 系数 抛物 型 方程 初 边 值 问题 的 两 层 关 分 格 冻 
的 稳定 性 ， 为 便于 分 析 ， 我 们 把 两 层 差分 格式 写成 形 如 (1.20? 和 
(1,23) 式 的 形式 .一 般 地 ， 两 展 差分 烙 式 可 统一 写成 


EE 


> аит = > бші,; кт) 
E f ENE 5602 - 
的 形式 ， 它 用 于 稳定 性 分 析 的 齐 次 差分 方程 是 


2, Gu II - > бий,» (1.32) 
JE j Š Ga | 
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XB, ORAA REAR + 1E SIE АЕ КИЙЕ) 可取 值 的 
ЖА. 例如 ， 对 古旧 显 格式 (1.20)，Q 1= (0),Q = [-1,0,1), 
da= l; b. ,-6, 2r, b, -1-—2r, 

对 于 给 定 和 的 网 格 节 点 信 ui -0,,ND, БЕР, WILLE X 
а и%Сх), хеГ0,11. EBI, uk(x) JI ЕЕ АРАН, "Ex, 
-А/2<х5-х; %А/2()- 1,9 N=- DER и), ТЕГО, АРГ 
-8/2,11 ЕҢ и} = uk =0( 假 定 齐 次 边 什 是 不 失 一 般 姓 的 }。 记 
以 ， 我 们 可 以 把 st(x) 周 期 地 开拓 到 整个 实数 机 上 ， 

ЖІННЕ ЗЕ (617), Жаа)  ЕШЕопнетм Ж. 


ЕЭ, -5 vger, 


о, = 工 | ukGDe uda, 根据 Parseval, 


== u | | | MEN 
Ito = | арса) 8а = 7 ОЛЫ 


的 。 
利用 开拓 后 的 af GO, (1, 32) 式 可 以 写成 
Уаш (+ јн) = NX Бушка sh), ` 
J E 2а i € flo 


A ud COAG L, 模 与 Ut = (faui, rm и DT Euclid ТЕ 


1 
а Y J£ 


从 而 有 
5.4 > uiti emen | | м 
Еш |- ‚ | r. " 
Б 5 venerien], p. A me 
/en ұт-ж | | ' . 
整理 后 有 | | : 


1--- 


+ | 
> езе >, деті (ма C. VEL a 
f €i | 
. - A 
I ' 
p | == 2; ee] x ЫН [on co), 
іш. қы L 
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注意 {er 的 正 交 性 ， 即 


( еізіхеілех к = (^ = lz mit, 
-1 1, ыд {= ты, 


则 由 前 式 导 出 
LE ае 66, - | Z en esc, 


і=0, 31, t2, w 
Жапе-лі, Rid (OAN^-g,C) | 
Q (a, ry = PA se] | PD |, 
则 上 式 可 改写 为 
; өзі = Со, турке) (іс0, 61,56), (1,33) 
Gs, ЕН. AAGO, D Hio. Вт 有 有关， 而 与 时 
间 层 次序 无 关 ， 则 反复 利用 上 式 可 导出 
v*(I) = G*(o,T)v* (D), (1,34) 
ЕНЕТІН, ЖОЛЫ (1.32) 稳定 性 的 讨论 就 转化 为 方程 
{1.34) 称 定性 的 讨论 ， 
定理 1.4 差分 方程 (1.32) 按 I， 寞 稳定 的 充 要 条 件 是 ; 存在 
М. 7.50, Х0<1<1,, 0С<УЕ<ТЛЯУОЯ 
1° |G@(o,t)| <M, 
成 | » 
2% (6(0,7)| <1-ст OH e Sh. TEX). (1.35) 
(1.352) R jg von Меитаппя ft, 
证 明 ”人 先 就 条 忻 1 ESQ. 
充分 性 ” 设 条 件 1° 成 立 ， 即 有 


ED 3 leo DD KM 37 ef qp 
再 利用 Parseval 455, HERB 。 
lat ODM ТЕЗІ 
必要 性 设 差 分 格式 关于 工 ,本稿 定 ， 即 上 式 成 立 ， 则 有 
TE 


EN. 3 


BM > 


b 


m 


+ i 


E eanit eco t< M: 5 eol, 
FERUR RE HERO RIS E" 

最 后 证 明 条 件 1* 和 和 2" 的 等 价 性 。 事 实 上 ， 由 1 AD IG Cum 
SM EROL УА Т/Т, ВКТ -т)/тасЁ<Т/т, ДІН 


1 
тт Гам | 


GODI EMT =ехр| = 


+ 


Т-т 


T 


= Í + 
xl Tar 


InM «-2—( тм) +e 


T 
T-t 


T 


ж 
= l + Ж 


-InMexp| ам |<: + ст, 


其 中 = жам exp| tnm], [Г] 
判定 稳定 性 的 Fourier Jir ARRE ERE Ё2>0 上 ， 
FAR илы 可 以 关于 变量 x 半期 延 扫 到 整个 实 轴 上 并 写成 
Fourier 级 数 的 形式 ， 这 是 局 数理 方程 中 的 分 离 变量 医 一 莪 的， 
该 方法 也 适用 于 研究 Cauchy 问 题 差分 格式 的 稳定 性 ， 对 于 这 种 
情形 ，4(%,fD 定 义 在 整个 实数 轴 上 ， 但 一 般 说 来 不 具有 清 期 性 ， 
此 时 内 要 将 ulit 展开 成 Fourier 积分 形式 ， 仍 可 导出 一 个 方 
程式 情形 差分 格式 稳定 的 充 要 条 件 是 Yon Neumana 条 件 。 

判定 稳定 性 的 Fourier 分 析 永 使 用 起 来 也 是 很 方便 的 ， 由 该 
方法 的 推导 过 程 可 知 ， 实 际 使 用 该 方法 时 ， И ши pu Ж 
ub(x), ЭШ Ка) = ^ (De, ЗГ А ЕЗУ Ы, MALA 
子 即 得 到 (1.33) 式 ， 从 而 求 得 侠 (oyz)。 

还 需 注 意 * 在 使 用 von Neumann X At A PE 
№, ІЗГІ, Мс 难以 确定 ， 通 常 利用 (ССО, т) (1 作为 
PISIS SE ERU JE A ARE, 

JE DIT, SU Hi REA (1,20) ORE PE. 


先 将 证 典 显 格式 写 为 
uM '(x) = 6] ruti) trute А) tuscx + у), 
Бах) = ое A. ER 
gi"*yk* {у= [(1— 2r) ere V ге! еі), 
消去 公 因 子 e 信 ， 有 
viti = E 2r) Ееее hr ei) Ток), 
从 而 得 传播 因子 


G(o,t)-1-2r(1-cosoh)- 1 = arsin? f^ 


ЕБ, Eer- t/h = WR ДЕН аҚ ЕН. 24 r=1/2 时 满足 
von Neumann gif, Вет И E НІНІ 
PIARER, r-i (W.D, 方 典 显 格式 不 稳定 的 原因 ， 

Jap d Ж ЖА. a m 23) 的 稳定 性 、 

将 古典 隐 格 式 改 写 为 


(1 + rd (ж) =ru (e Ву гир (x + h) s ut GO, 
Auto) = 00е", НИЯДА 


[1 + 2r - r(g 7175 е) 1g ge 1 T) = еқ), 


TILAA r(e 7095 etn) uet (9 = та GO, 


认 而 得 传播 因子 G (0 туят /(1+ nm p 2) 


因此 ,对 一 切 网 比 r, 都 有 GG. T) SLAEN Newmani 
Е, 4-1 40831 Ar P463 3:1 V2 MB 

Fourier ACER T Mic RI Iri а № Ж 
E SABE SIR ЖАТ. ATUS sa 


.24% 


Hr 


Жн, U En x Br ЕН, СЕпхар АЖ» ЯЛА BL 的 两 

ЕЕ 82a Н] Ж-Е RÀ, | 
> AUN У ВИ)... | (1.36) 
i É (s I € (he T 


ЗЕ, Жи, An RREA ЕНЕ, D RUGO 的 近似 
ШЕ. БІИПЕННГИЯІН U EU Оз, ЕНЕ [ERR EE, 
再 作 埔 氏 展 开 ， 最 后 就 得 到 形 如 (1.34) 式 子 : 
PHD = Go Dr (Ьу, 

不 过 ， ZERG (о, ту Е, Fo6fe Bist. 

定理 1.5 1° МЕНКОНОЯОЛОРВЕРЕЕ S PAP 
ЭМ. 7,250, Xfü«r«t,. 0< V RT ANNY oH 

[G'co, D 过 M (常数 M 与 和 + 无关 )， 

2° 两 层 差 分 格式 稿 定 的 必要 条 件 是 : 

оС) sb et, 

8-76 эли, 常数 与 4 和 ?无 关 , E 式 也 称 为 Von Neu- 
maing ik. 

3° 若 @ 是 正规 矩阵 ， 则 Von Neumann чо 
式 (1.36) 按 元 , 模 稿 定 的 充分 条 件 ， 

证 明 1“ 的 证 朋 是 显然 的 ， 证 朋 从 略 。 

2 "的 诈 明 ， SERERE BONO RR, BD PG}<1G1, 所 

以 利用 1 "就 可 证 得 2 °, 
3 的 证 明 主 要 和 用 6(G) = IÇ |, = 16 С* |, К G 是 正 
ABERI Abra RE 口 ` 

ЕЕЕ, РР ХІ РЕС, Ara = 161, БАЖ 
定理 中 的 Von Neumann3 ЕЖЕ АЗ ЕН, БЕ 384) d 
ЕКЕ ЖЕ, (НАСАИ НЕН, Von Neumann #{ 
дЕЗОЮЯАВАЕНАН ЖЫР. "UM ERR EREZA 
HARER IRE НБННЫ СЕЛЕН, IRE W HAS ЕЕЕ B 


e 25 4 


№0, BOuEG2nBEGHUGEXIÉGG'-G'G, KARU. 
Неггліте EE, iE XE Sg РЕОН ЕЕЕ Е НЕ, 
判别 差分 格式 稳定 ， 还 有 如 下 定理 ， 
xEXEd.8 车 存在 相似 变换 SCo,T)， 里 对 一 印 9 和 0<T<T,， 
有 | 
S, OGU, T) S a, T) = D(G,T), 


15(6,12|<с1, |87 (а,т) | =e; 


Жі, рооты ыс,» (EHE, Ш Von Neumann 
条 件 是 差分 格式 (1,36) 狠 定 和 的 充分 条 件 ， 
ЫВ лос) =p(D》 Н. 
G(c,0sSs(0,) DO, TS (0,0, 
БЕЗЕ Н Б, ЗЕН, 


[Gro T} [= [5 (0,7) Dro, TS oT) | 
MP (р (о,т)), 


再 利用 Yon Neumann 条 件 p(G) = PD) +O, уатты 
- 玛 有 淹 ， 由 定理 1,5 中 的 1*， 即 证 得 莽 分 格式 移 定 。 П 

定理 1,7 设 传播 算 阵 GCo,7) = GCw)， 其 中 w= gh，G(w) 
是 # x nit ЕЕЕ, 

1° Жо (0) 有 "nw 个 不 司 的 特征 信 ， 则 Yon Neumann # Ë 
是 差分 格式 (1.36) 稳定 的 充分 条 忻 

2^ осе 00) ) 1, ДЕКО (1,360 稳定 ， 


SES 1° (аба) En RADHE BrGLESEESERESS 
Е (а), В | 


| 5 (ш) б (0) 571 (ш) = p(w), | 
Яр, DwAR., жі, GiT it Von Neumann 条 
БЕЗ ЖЕЗ (1.36) 稳定 的 充分 杂 件 。 
2% ЖЕН ЖАН, ЖЕДЕ ха Ж НЫСА: 1, Ж 
+ аб = 


ААН I Js (8 [Al ОІЖ СІс<ІВІСІСІ: (В. 
C ESAME). РЕ o w ER, Кобб Go) «c1, 

PARA s Go [= L< 1. K llul ss e Die, 使 得 对 
ү (wE tU +E), A s 


16 (ш) {< ; (L +1)<1, 


16* (ш) | — GL +1) <1 (he М). 


最 后 利用 和 矩阵 模 的 等 价 人 性 ， 就 有 
16% Сөз l, EM EG (ш) | M 
(REN, w&(w,—-e, m +e), O 
”作为 着 分 方程 组 稳定 性 分 析 的 例子 ， 我 们 判别 Richardson 
格式 (1.26) 的 稳定 性 。 因 为 (1.26) 式 是 一 个 三 层 格 式 ， BT B 
Ей Fourier 分 析 方法 ， 为 此 ， 先 将 其 化 为 差分 方程 组 


(, )-G ACET XC.) 
OD 


Ag = (uf! up ВВ Peti, WERT 0 


ar 


0 
W^ x. Ph x 
' a) (x — B) 


W*' (x) -( 


a ， 4 у o «(7 Jm ore bs 


ФИА (х) = Vy (D еї", BA EXOEHBAAINUEeT, ацы 
рі = оқа, ӘӘ. 
其 中 ， 


* RT 


~ grsin? oF 1 
С (0,7) = 2 . 


` I Ü 
ЖЕНЕ GI SHIEB 


— = — = = ж 


өй, dior risintia 1; 


但 当 зіп 2". А 完 分 小 时 ， 
. ñ h уз 
ос) = тах |А, | = arsin? ой. + (16rsin 7 1) 


"m gh 852,4 "nh 1/3 
—4Arsin Si ere (1er sin A) >i; 


即 对 企 何 网 比 *，p(G) >1， 不 满足 Von Neumann 条 件 ， à 
Richardson 5. 绝对 不 稳定 。 | 


$5 АЛИ КУРТ ТАГ, 


H 3343184852 16 НТ П. ЗЕ ТЭ, ИЗЕЙ 
格式 ， ЛӘ ЕЕЕ РАК, Tuban Э GESTIS 
THR, ЖӘАҒЕ ДӘННЕН ВАТ ЗЕ Pri S ЕН Mel 
面 ， 介 络 几 种 求解 (1, SR GR, 3 Fourier4) 
HEERE Е. 


5,1 加 权 隐 格式 和 Crank-Nicholson 格 式 


求解 (1.1i8) 式 的 上 直上 典 显 格式 是 条 件 稳 是 的 ， 上 古典 隐 格 式 是 把 
对 稳定 的 ， 它 们 的 截断 误差 都 是 Otr+h*)。 这 两 种 格式 的 加 权 
FARRER Bb ЗЕН ЫНТА ЭШ РТ o ЖЕТ 

ub. Н 0(0<0<1) Яна, 7H (1-0) RRE 
3X, An 


+ 28 = 


ub*! uh a r[8Quf*1 —2u5* ! c ubi] 
+ (1-9 (и. 23 cu$,1)1. (1,37) 


X КЫ ЮША НАН Ж. ROS Ex ERA EH. 6. 
ЖТ ЯТ, DAS 


1 "T" 5 ди ДӨР ; 
guna EE] косо), 


141 | 
СЕЛИМ 27] «oen 


_ 8*u ПЁ??? т ou y" | : 4. 
= 28 |, + -一 | | +O(rzt+ Bl), |, 
E On ыу: 


Y [uh.,—2u5 4 u5,,7 


h* 
i Өң khi T дэч | дтіл . 
=], 2 | БЕРІ |) *OG +A), 


BOR, IDEE AID 


TU aes 


JM oJ - 2 - , *0G' +). (1,88) 
稳定 性 分 析 。 用 Fourier RA (RE ЖАНМЫН У 
| ТЧ БЕ бет sh 1 of 
ET) =[ 1- ditve rsin? 5 ]/[1 sorsin: 1. 


据 定理 1.4 知 ，vot Мешпапп ЕЛІРМЕ (1,37) EL, В 
ӘНЕ ЯЕ. -ISG (g, T) 安 1 的 右边 不 等 式 便 成 立 ， 现 Ж 


» nein: ӨР Y cu ela: ОВ 
(1+ 46rsin: 97) 401-0) ғвіп? =, 


ШИР: 
* 20 • 


4ғ(1-28) sin?- 2, 


ВИА», НЕН (1.37) ЕЕ ЙЫН 


ғ521/2(1-20),; 40<:8<21/2М 
А ыш, — I£021/2Hj. 


总 之 ， 加 权 隐 格式 包 
hs OON 
TRARA (0-0 КИЙ 
Ж. ӨНІМ, 40= 1/28, 
H (1,88) SORT (1,39) R> . | іі 
ЖЕТЕ O (r: + T) 

的 差分 格式 


ui gto cuju нә, 
+ (u5. (728b +u). | (1. 40) 


Ж КЕ Crank- Nicholson Ж (194775), 这 是 一 个 实 用 im 
мажи: c | из оза 


5,2. Du Fert-Frankel ЖЖ 


用 一 (aj ^c ut- ieta Richardson HAC 268981, 
— r —— 一 r — Ya = (1,4. 


此 格式 称 作 Dü Fort-Frankel dise (19546), ж-е Еш 
f. 其 节点 关系 见 图 1.7. 
先 考 察 此 格式 的 相 容 性 。 因 


4%: 


K 
к-і 
J 
El 1.7 
+! QA 
ы; — ! - S] +O (z), 


2 


-ei cm C :—) -- a (zy 221 «0c» }, 


RA 


uj, 7208 cuj... a| 979. ПЁ pa 
, ^ a | А | +o ), 


Е} = а? (— 


кене ,+ OG +B) +0 z 
on А 


ЖЕТ, Mir/A-0, BH z F; A ФРЕЕ ы, Du Fort- 


Frankel 3& 5i; fH Ж 于 -六 = азды + f ERREZ 为 O (z* + 


85), 当 T/ 有 保持 常数 8， 则 Du Fort-Frankel 格式 相 容 于 双 曲 
型 方程 -下 a да, rap = f, ШАН Ост +h. 
Du Fort-Frankei кана BH Hb, [B xk еН FE 
ЕНИ T H7 аи HE ЖУ > RIO -— о E ВО ЕЁ 

HAEREERE. ІҢ Richardson 格式 的 稳定 性 分 析 过 
Ei, WEU*5-(u5v57, WEILE (1,410) 政 写 为 二 层 格 
x 


^al» 


(UT 0 
0 1 


«(7 JU O е Qut "С 070%». 


UI-V5QO)ett, Од БН 


1526 Оу /2rle е өзі) 1-2 
( R DIA Чу=( А R yo, 
从 而 可 算出 传播 矩阵 


засозой 170/440 y 
1 2000 i 


其 中 ，a = 2r。G 的 特征 方程 是 


G (ат) -( 


4-( 24 cosoh js - i7" = 
# (28 о y үа 0, 


с acosghi./1-a*sin*oh. | 
irc 

利用 下 面 即 将 给 出 的 引 理 1.1， 可 知 gus] <t, 
3 B. AE BERE, BERT |e <а/(1+ау< 1, Желп. 7 中 
的 2"， 则 证 得 此 时 差分 格式 稳定 ， - 
Жа PERR, EH S 所 1 推 得 RCG (0,40) <<1, BD 
MÆ von Neumann 条 件 ， 利 用 定理 1.7 中 的 1"， 则 证 得 此 时 

dx mdi ER. 

EF, Du Fort-Frankel 格式 是 绝对 稳定 的 。 
` 831.1 ЕШ GR B -b-ep йу d IB. , | 1] 
ЖЕНЕ 10| 61-е H jel <1. 


5,4 = MR MR 


ИЕН Ун) E-— Bf TE BI Au] ЛА 2 ААЛА ЗЕ ЕНІН B B eg 
* 22» 


A BhRRE I В HN: 


8 uf''-uf.— 1 и-и! — 4, ир 201 cuj 
T 2 T h* 


= 0, 
易 知 其 截断 误 兰 pk = O (r: +h ,关于 稳定 性 分 析 ， 可 仿照 Du 
Fort-Frankel 格式 的 分 析 过 程 ， 先 将 上 式 化 成 等 价 的 二 属 莽 分 
ЗН, ВУНЕ ЕРЕ 


— 


E = 1 
G(0,T) m! — _— 
3 4 gr sin 195 3 + grsint2 | 
2 2 
k: 1 Ü z 
G (0, r) ИЛЕН ЖЕЕ 
4 


3+ ersin: "h 3 + rsin? 


利用 引 理 1.1 知 hl S FER ШНА ЖЕШ: 


Hl. = ( 2 r 1- arsins 2h. )/ (s + 8rsin* y, 


жи, AER, Нн, 1 <1, MAHER 1,7 ІНЙ29 Жжн,, 
相 异 ， 此 时 [Wai 1, MAHA EA 1.7 dÉ 17^; "ПІН8-Е В 
ЖЕ ЕЕ. 


5.4 ZERBEZA 


ЖЭН, а UR А ТЕЛИ E, NR 
8ТЕНЕНМЕИН KERTAA GUB do EO. ЕНЕ, 

RE REG. 

ERARA od kei 等 于 偶数 或 等 于 奇数 分 成 两 组 ， 分 
SUERTE BRL АЛАМ. MR fa 的 计算 过 程 中 ， 先 
ЕЙ Кл ЖЕН RREK. FERA А ЛЕНЕ ИШӘ УЖ, BD 


* 88 * 


» 


2 ,. = 0, 


гар -ub rí(uj., - 245 t u$, = Ü, 


| belrjcdíH, (1.42) 
| uj*! -ut-r(us*i -2u$* tuii) = 0, 
Ё+1+]= f., (1.43) 


‚В АШИ ЫТЫ НАҒЫЗ н) Ж. p Ш 
有 +1L 层 上 全 部 节点 值 后 ， 要 用 (1.42) 式 的 相应 公式 
gh**? yti -r(u$*1— аці ! -u52D -0, R+2 +J = 1 E, 
计算 偶数 点 处 的 和信， 因为 丸 +2 ЕЕН RUE ЕН 
Ез БИ АЯНЫ А Exi а. АЗАН ор = рар ub, 
В +22 КАНН FAHA 
{97 201и 5-2-3- (8, 
ujt? -ujt r(ujli- 2uj вир) O, 8-42-41, 
(1,44 
В, ВААУ АВЕ e K FEB: ЩА = 1 时 ， 用 (1,42) 
式 和 (1.43) 式 计算 1 ажай еН (1,44) 式 计算 。 另 外 ， 
2s (3X КА ЖЕКИ Н Хана» КАНЕ ІРІ, 
ВТЕ ЕК ХАЙА АЛИ Ba h. 559, WARAH E ЖЖК 
元 。 
”站 得 注 前 的 是 ， 用 (1.4 有 了 式 的 和 溃 一 式 和 (1.43)7 式 请 去 全 人 1; 
BUS. + 1T 层 的 奇数 点 或 如 +2 层 的 个 数 点 上 的 计算 式 


1 А а: 
pp d D ыт 


这 是 Dn Fort-Frankel 格式 ， 其 截断 误差 有 二 阶 精度 ， 又 因为 
利用 了 二 了 蚊 精度 的 偶数 点 竺 去 显 式 计算 吞 数 点 值 ， 所 以 跳 点 格式 
的 相 容 镍 、 稳 定性 和 精度 都 局 于 Du Fort-Frankel 格式 ,但 
ЯУ КАЕ КЕ. 

Bs NN M CE IE ЕЕ 

E Re (1/2) 属 上 ， 用 古典 显 格式 计算 出 预测 值 (hF DE ED 
чр. 再 在 刀 +1 层 上 用 上 古典 风格 式 校 正 预测 值 ， 算 出 校正 值 


534. 


(uj*i-uj'? uf ыш 0-0, 


әрі. ВОКАН 


БЕРЕКЕСІН 
t/2 B ° ` uy 
. 45 
atl yhti ti hti M (1 4 ) 
—r— —_TmPt— арі —— 一 ”一 一 一 = Ú, 
т/2 д? 


AB ЕР АҮН Ep EAs, В] Crank-Nicholson 
Жақ, MORIR (1,450 ЕЕЕ 2E О (77? + ht АЧА т. 

Е BS EEIE REX 

TE EJE RIP —f8 E. BER + 1/252 ЕНЕМЕ 
Bu; ^, BRERITIEDEO HS АЖЕ чр, 该 
算法 计算 公式 是 


ТІМ - uj gt uti — pu k+ U: „ий +з А 
1/2 i (1,46) 
upto at a. Е-ро saji - | 
7/2 ñ: 0, 


қан EPI: ІНІ =} ӨЗ, 有 即 得 到 Richardson Ж 
式 ， 所 以 格式 (1,46) ARARE R^5-O(T-h5,. 和 但 此 格式 基 


绝对 稳定 的 ， 事实 上 ， 上 面 第 一 式 的 传播 因子 是 G1= (19 


irsini-7-) ， 第 二 式 的 传播 因子 是 Ga= 1- rsin? 2-3 


(1.46) 格式 的 传播 因子 GG= G Go ІСІ 1С), 

最 后 ， 我 们 要 指出 ， 在 数 信 求解 一 个 空间 变量 的 常 系数 扩散 
方程 中 ， 预 而 校正 格式 基本 不 用 ， 这 是 因为 Crank-Nicholson 
格式 不 仅 精 度 好 而 且 使 用 志方 便 的 镶 故 ， 人 但是， 这些 交 蔡 使 用 显 
式 和 有 暗 式 的 算 甘 设计 思想 是 很 有 启发 件 的 ， 它 对 高 维 间 题 (空间 
FETA 2 》 的 高 效率 算 祷 设计 有 指导 作用 (参见 $7); 8 
5h. ДЕТЕЙ АНЕ ЕЛ ЗЕН ЛИ ЧЕН ZZ, ЖЕН 
好 。 


а 35» 


56 ”守恒 型 差分 格式 与 能 量 估 计 


前 面 引 中 所 讨论 的 诸 种 葵 分 稿 式 ， 都 是 就 线性 常 系数 方程 及 
用 直接 差分 化 方法 的 结果 。 直 接 差 分 亿 方 站 也 可 推广 到 变 系 妆 方 
EHAE. Gm 


Ярату утас, tO If Сх, г), 2288482068 dd 
到 一 个 差分 格式 .这 种 在 节点 处 疗 定 变 系数 数值 后 构造 差分 格式 
的 方法 称 为 冻结 系数 法 ， 仍 可 用 Fourier 方 法 分 析 相 应 被 式 的 稳 
定性 、 冻 结 系 数 法 简单 易 行 而 且 直 观 ， 表 现 有 点 生硬 是 其 不 足 之 
处 。 本 节 将 介绍 合理 有 效 地 处 理 宰 系数 货 微 分 方程 的 积分 插值 
法 ， 并 用 能 僵 信 计 分 析 差分 格式 的 稳定 性 ， 该 方法 对 变 系数 a(%， 
有) 的 大 幅度 变化 和 间断 的 情形 志 是 适用 的 ， 


6.1 守恒 型 方程 的 积分 插值 法 


因为 很 多 物理 现象 或 运动 过 程 常 常服 从 某 种 守信 规 德 ， 因 而 
猎 述 它们 数 最 关系 的 微分 方程 也 保持 着 这 种 守重 特征 末节 考 上 
变 系数 守恒 型 热 帆 型 方程 的 第 -- 初 边 值 问题 


(S о өзер 


|6 07 = pix), x= [0D, 11, 
u(0,f) = u(1, /)-0, FC[oT], 


L 


Жез, D= (09,0) |w €[0,11, t€ [0, TJ), p>0. | 
仍 和 图 1.1 那样 对 D {ЕМЕ BID. HEDER [ ох, › |. 


* 36? 


хур 2 _ <х<ху%-А. * te etus EXE OL 40 55385, Н 
х ФЕВ жау: 


баа Ou 4 4 - | д fp 04 4,4) 
|, J... Dt % x =h ох (> ох ) х 


А ғ, 
ў +1 x th/2 

=] f d fdxdt, 
EET 


Hua = - рди/Әдх ЛА, 18 


i 
|. [u(x,t,,,0 чх, О) dx 
FTS | 
э | [w (x р) — tb (w |D) 1d? 


- [^n [77 алаш, (1,47) 


= -hjt 
АКЕ ИЕ IK W Т Made hF. ЈН АЛ А, 
有 


х жал 
NM [u Cx, 1,,,) — Я (x, fp jdx 
^ hl u (X), Т) -и(х; 1,)]J+ O (RY, 
利用 梯形 公式 有 


(МЕСТЕ f) —u (x 1,%іш 
T ТИТУ 


= [wW (X... ғы. 12 -W(X ГЕР; Fw, pf 
-wG, pfo TEOQCT) 
= Өт (жр Fa) w Or, fi 
+ а-өтГесх, ,, E.) -w, fl 
4 oj (-1—-e)e кта) (1,48) 
ЕҢфесӨсі, HTF- 9u/0x=u/p, Bi EH 
+ 37 • 


х, 
TET иу, =] 9 dx 
* j-3 B 
= tu (x JN _l ах+оО‹й?), 
E Je, P 
J -1 А 
记 4) = 让 | a, ， 代 人 上 式 得 


4j EG o D eO -ш(к, 0*0), 
同 理 有 


Ala uCx,,0) —uCx, 4,0) 
h 


特 这 两 个 式 子 代入 ADA, HA 4), 则 得 到 


= W (ж, QD C007 2. 


h +I 
» [w(x,, p ,U) ~ wx, рл 


= AARLE hun — (Арака) ] 


— Абар руба) -н(х;,і,,1211) 


4 4 nar САЯ, Cu (55, Ё) -u (x 4, 4, 5401 


- АЙША; а НС) ]} 
1 _ 22-3 3 
+ o| (+ 9 }т +T? +Å | 
МН 8175: 
Ая (х,у = ырат) ЧС), 


WA 1l.) =u {Xj fa) Су уйу)» 


A RHE БЕ, f 
oo, po w, 4: D 1df 


d ， 


= - АСАР ПО 


“ГА (АТУ ху, Ё) ә) 1 + o|- 8 y: +T? ва |, 


ХЕ, Bin (1.47) ЛЕДІ 
h Uu (X f,,,) utu, 5,2 — [A CAT! Vu G6, 1444) 


+ ol (-i-- ө e +T? " 


从 而 得 差分 方程 
oM. F' Zu O-0ACIPZunD] 
= f5, (1,49) 
式 中 上 = dU Hh tti E (c f)dxdt, (1,49) 式 是 加 私 六 点 格 


式 ， 当 8= 0 时 得 古典 显 格 式 ，9= 工时 得 古典 隐 格 式 ! 9= 去 时 得 


Crank-Nicholson 465), 

вн (1,4905, ҖЕН ШЖ TEX АР 和 fr, BUE 
注意 数值 积分 误差 阶 不 低 于 截断 误差 的 阶 数 ， 否 则 会 降低 差分 解 
的 精度 ， 

按 上 述 方法 构造 的 差分 格式 (1,49) 近似 地 满足 热量 守恒 条 
件 ， 故 称 为 守恒 型 格式 ， 这 种 格式 是 利用 积分 形式 并 通过 播 值 导 
出 和 的， 因此 这 种 构 进 方法 又 叫 积分 插值 法 。 积 分 插值 法 除 能 保持 
研究 对 象 的 某 些 物理 特征 和 数学 特征 外 ， 还 能 适应 不 同 光 滑 程 度 
的 变 系 数 以 及 不 均匀 步 长 情形 、 采 用 该 方法 时 ， 对 间断 点 的 处 理 
以 及 对 各 种 边 值 条 件 的 处 理 也 是 方便 的 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 


di 


[1-4]. 
6,2 能 量 估计 


前 面 介绍 的 Fourier 23705, КЕНЕЛЕ ЖЕН 
线性 方程 的 差分 格式 的 稳定 性 ， 对 变 系 数 情形 尚 在 发 展 中 。 这 
里 ， 介 绍 一 种 应 用 范围 较 广 泛 的 能 量 估 计 方 法 ， 该 方法 是 研究 稳 
定性 程 收 伍 性 的 最 一 般 方法 ， 它 是 微分 方程 理论 研究 中 能 和 量 方 法 
的 模拟 。 但 这 种 方法 不 能 象 Fourier 分 析 法 那样 对 Ж 类 格式 建 
立 统 一 的 判别 法 则 ， 只 能 具体 处 理 和 估计 ， 

为 了 不 使 移 琐 的 演算 掩盖 能 量 估计 方法 的 本 质 ， 假 定 (1。46) 
忒 中 的 了 与 1 无 关 ， 凤 41 = _ 4， 讨论 (1.49) 式 中 6=l 时 的 古典 
В 


s {A Safi, 


(1,50) 
н} =Ф(Х,), ир=чһ=0. 


的 稳定 性 ， | 
` Se, Eb GO ох) 是 任意 两 个 满足 弄 次 边界 条 件 的 阔 数 ， 
因为 
ы ` Q = Pw = bu 0, 
O AWP “Фу, фу, Фар = PUTET 
t Papiri Фур = Pi АФ; + Ф;Аф;, 


ы-і | 
Wa ta c Phu P 


所 以 PUNTO PUDE 0, 
ІНА; = go, 得 到 Abel 分 部 求 和 公式 © 


A УЛ а,в) 


Шіпбиі-н8-ий-!і, ЖИН (1.50) ҚМЫҢНАЫНЫ1 Ж 
М-ІЖФА, ИЖ (1,51) 54, #9 


ZL 


N= 1 " K-i N-i | 
РЭ дш) 一 e бей A CA Vul) =F 277178,0}, 


> (дмк) +r > Au] V д, иу = Э) fh ҒҰР 


— 

"TE ° ай икт) & dui 
代 人 上 元 整理 得 
N-1 


PIC 92-5 ALII +-— ягу фа DRU 
N— 1 ғ N 
—-TfP'ósbe 5 5 A Cu ta 0, 
іші =} t 
Ид abeat + b? /48(a, b, 5 为 任意 实数 ， #20), 导出 
t Хр ! (0,9 5) x— — M È талары кет 21 Qai, 


将 此 式 ( 选 er = 1) 代 人 上 式 并 侈 去 左 端 第 三 项 ， 得 到 


r N 2 N—I1 
-- AÍ (uy 1..1. у] (fh71)8, 
£u Іші 4 ті А 


ig nehi a (ELY, изату 
HERI RS XY 1) ёд, 
取 17А = Г/Л» я 
Г.-а + 078, 


反复 使 用 上 式 ， 最 后 得 到 
I sI, + SS :, 
іші 


41, 


| N k `Š _ 
从 物理 角度 看 ， 由 于 л, Та 4-7 -) 模拟 了 
ші, to Ho | (955 全)dx， 改 上 式 称 作 差分 方程 
ағажан» ката апаат. 
与 上 面 的 推导 相同 ， 可 证 格式 (1.50) 4 ө>- 时 绝对 稳 
定 ， 也 同样 可 以 求 得 6<<. 李 -时 的 稳定 条 件 ， 特 别 当 6 = 0 BERE 
-gi SU Gmax L4; 条件 稳定 ;着 .4; 便 为 常数 ， 则 这 些 结果 与 
Fourier 分 析 苇 结果 一 - 致 。 


37 和解 二 维 问题 的 分 裂 算法 


7.1 二 维 问题 闫 分 方法 的 一 般 性 和 特殊 性 


前 面 讨 论 了 一 个 空间 变量 (一 维 ) 搜 物 型 方 竹 的 差分 方法 ， 那 
黑 介 绍 的 一 切 概 念 、 兰 分 格式 构造 办 靶 、 稳 定性 分 析 法 和 有 关 结 
论 都 可 以 简单 地 推广 到 多 维 情形 。 现 以 二 维 模 型 问题 


ĝu Kia 

--а(24.,24)-0, (ауу, € 0, Dx 0,7), 
ru (x, y) (б=х, yx), 

Oy P Sul, y,t)-u(x,0,l) -u(x,1,0 =, |. 0=t=<=<T 


(1, 52) 
ЖӨЖ ЖЕЗЕ) НОВЕ Е, НЫНАН ПА, ,А,, 
T, Жі, =a t/h}, r,— a?r/hi. 

AP PE hr ИРЕ СЛ, JR- 0654351636, ЕЕ BE: 
ЖМ ЕНЕ SER BUR E ізі, ШЕ] Fourier 
分 析 方 法 分 析 其 稳定 性 。 

例如 ， 上 用 一 阶 向 前 差 商 代替 6u/6t， 用 二 阶 中 心 差 商 


Okul /hi = ufs ufatu) /ht, 


442. 


diub,/Ài 一 CIRT 1 -2и%; көз ht, 
分 别 代替 6?z/3xz 和 zw/6y*， 则 得 到 古典 显 格式 
OT EC 


Tui d Hu XOU 时 间 层 上 的 阶梯 函数 ИЕС, х.) HI ARE 
(Fx x FEE, ЖАЖА W 8 TN D ЕРУ | 
uA l (Xs Xa) = (1-27, -2r,)u$ Gx 1 ,X,) 

Fr (uh (x, — h, 4x 2 ub (x, +h, x,)) 
+ РСЧА (Ару, +h) Ful (xa, x, Ау), 


id х = (4,,X,), h = (hisha), g = (9,4,) 一 ілі,,лі,) 1 ~ 
Fourier ЭЕ ЕНД , Guto, е" ҚАН» UH 
gi tl С, — Г{1 -2r,- 2r.) +”, Ге! + e a 
+r, (gim's + егізін)  ҒАШЫТЫ T) . 

Е-е", BA (D = Сок (х), НЕН 

 G=1-4r, sin? iti - АҒ, sina а 
ẹr=r =r; = ЖЖ, piVon-Neumann ЖФ сілі ЖИІ 
ЕЕЕ ЕН, ЖАН Еа ЕНІН а 
EHER P 

HORRA ПС, о= а(х, 0, —#Fh i 38 
的 处 理 办 法 是 冻结 系数 法 ， 0.52) AEM ИКЕ Ж ЖЕНЕНИН SIS 
r JS Bes т J ES 2g 


t (ий yh) = (аА) (диа out /hs 


Ж, НІ Von-Neumann 条 件 判别 上 式 绝对 稳定 却 只 能 说 更 
(х,у) 附近 的 情形 ， 还 要 就 侈 部 的 i，j 加 以 考 典 ， 才 能 说 有 明 
全 区 域 中 差分 格式 的 稳定 性 ， 
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对 于 二 维 变 系数 问题 ， 积 分 插值 法 和 能 量 佑 计 也 是 普遍 适用 
的 ， 

虽然 ， 二 维 问题 的 差分 方法 可 由 一 维 情形 简单 推广 得 到 ， 但 
是 它 也 有 自己 的 特殊 性 。 

二 维 显 格式 计算 简单 ， 但 稳定 性 杂 件 比 一 维 相应 情形 要 苛刻 
得 多 。 如 一 维 显 格 式 的 稳定 性 条 件 是 * 委 172， 而 二 维 显 格式 的 稿 
定性 条 件 将 是 -< 委 1/2r。 因 此 ， 要 维持 多维 显 格式 的 稳定 性 需 付 
出 较 大 的 计算 代价 ， 

二 维 隐 和 格式 最 大 优点 是 绝对 稳定 。 在 实际 计算 由 ， 步 长 选取 
不 受 限制 ,这 是 非常 方便 而 实用 的 .例如 ,二 维 Crank-Nicholson 
格式 是 一 个 截断 误差 为 O+) 的 绝对 稳定 格式 ， 是 很 实 H 
的 。 然而 应 该 媳 到 ， 解 二 维 隐 格 式 一 般 要 求解 5 对 角 方 程 组 ， 其 
计算 量 比 求解 一 维 隆 稿 式 所 对 应 的 3 对 角 方 程 组 〈 可 用 追赶 法 快 
速 求解 ) 的 计算 量 要 大 很 多 。 维 数 增高 ， 这 一 现象 更 加 突出 。 

因此 ， 对 高 维 问 题 ， 构 造 绝 对 稳定 且 计 算 量 又 小 的 差分 格式 
一 直 是 抛物 型 方程 数 信 和 解 苇 中 重要 的 研究 课题 ， 


7,2 SY REED UE ELLE 


Н-ЖӘвзШИияадаа, JL S RR BID EET E 
TORTE. MERNEK ЖЕЕ ЖЛ D ОЛА 
求解 的 低 维 (特别 是 一 维 ) ARMIS DUpPABE Ep НЕЕ (eg ЖЕ 38 2 
梅 式 的 求解 计算 量 ，。 

5A 9E (152) 00 Crank-Nicholson A 


kt) -ut 


К. 
бір 2 di = MMC іні; ди D + (дін, + O$uh 21, 
将 其 变形 为 
+ r + r + r 
uiil— бір c „дин uui ry дш], + бўи ру 


ЛАВ ET rtotojut;' ir'0100u5,, НУЖА ЗК, RA, 


‚ 44 * 


(1- Ze -- 09) 


«(1 ore ott; | (1.53) 
^ Z6 T (1.53) УН ZEE RET IRE, Pl EE Crank- 


Nicholson ET TS JUR к. 


-— Ord, (нї! – 4з) = г д 29:11) + O (z +В), 


所 以 (1.53) 格 式 当 0—90,5—0,5— g, (7) bt, 38 T (1 52) 
PORSHE HERR. SD 完全 相同 于 Crank-Nicholson 
Їй ЛААНЫН ЖЕН ЕТІ, ARANE, ШЕШЕМДИ, 
xL 1,53) OR Z8 (1,52) БОН ЖЕНИШ Ж, BU ws E02[0， 
T]xC'(0,1]x£0,1], 另外， 由 上 式 可 知 ， 添 补 项 的 效果 相 
当 于 原 方程 中 引进 了 粘性 项 (91w/9x:9y3)7Y:/4,' 它 非但 不 影响 
ЖЕ, ІП HO HUSEA НОЕ. ЖЕЛ ЖУ Н E: 
差分 方法 中 常常 使 用 的 办 法 之 一 ， | 

再 分 析 (1.53) 式 的 稳定 性 。 用 Fourier 秃 析 法 很 容易 得 到 相 
应 的 传播 矩阵 | | 


W ОЕ "soris ) | 


(1 + arsin? 21^ "2t *2rsin?—3 0,4 21. 


E. 


PH Von-Neumann 241, (1,53) 格式 绝对 稳定 。 
(1,53) 式 能 分 解 成 两 个 简单 的 一 维稳 зі, 下 面 介绍 可 由 
(1.53) 式 生成 的 几 种 分 灯 算 法 。 


1,5 P-R (Peaceman-Rachford)js e 
将 (1.53) 陈 分 解 为 
" 45 * 


/ r 
- — ajusa = (1+—у—01}н],, 
(mper menm 

这 就 是 Peaceman-Rachford 格式 (19550, Е 5 Р-К 


s. 

 P-R 格式 消去 中 间 变 量 ut; 就 得 (1.53? 式 ， 故 了 P-R 格式 
ERIRE OT? + A?) 的 绝对 稳定 税 式 。 

Р-К 格式 是 分 别 在 x 和 yy 方向 交替 使 用 一 维 隐 显 格 式 的 结 

果 ， 每 时 间 层 只 需 解 珊 个 3 对 角 方 程 组 ， 所 以 计算 量 小 ， 只 相当 
== 1/7 的 解 二 维 问 题 的 Crank -Nicholson 格式 的 计算 量 。P-R 
格式 形式 对 称 ， 结 构 简 单 人 台 理 ， 且 只 需 一 厚 存 贮 单 元 。 不 过 P- 有 R 
格式 不 能 推广 到 三 维 情形 。 


7,4 Douglas 格式 
将 (1.53) 式 变形 为 


(---4)(-- 
16-4 


бг) 


mr | 
sx -- 


4%) " 1 Ui, 
T 


mium 
k 


Ex 229 


2а (4% + ou; 


" 
Í (G - әз) аре —-ub) = r (G> кд; Juf ijs 


' 
aun anto eati ot 


整理 得 Douglas 格式 ， 
„46, 


(1-е) ире ut говори, 
шр cuti = барав cubo. 

Douglas 格式 也 是 分 别 在 x 和 ?方向 交替 使 用 一 维 隐 显 格 
ARAE CHRR. RA RANER F P-R A, 
因 该 格式 的 第 二 式 中 同时 出 更 了 dy шере Aut, Қ Douglas 
格式 需要 两 套 存 贮 单 元 ， 另 人 外，Douglas 格 式 还 可 推广 到 三 维 情 


Ж. 
例如 三 稚 模 型 间 题 | 
gu ,/ ĝu g?u СЫ: | 
Br 7T таж |^ gyr t Sa) куу, 2,0) 
的 Douglas 检 式 为 


° --.-0:) шуы -нфа) = (02 +0 tO Uu sn туі, 
(нра? Cie - DE ийт 2-и.) 


г 
2 hti Hn x hk + 1 k n ` 
НЫ ) = 9183 (Шіру) а 


h * 1/4 А 
Шіру . 2 tuktu, 
t/2 h? 
k + 1/1 ізім 
ші; c, 2. EET 
— =———---а $ a кі дш}! | `` 
7/2 
k+l А 
Ui; ~u}; ЖЫН 
“ій “Il... = T 
= stó; ) 


这 就 是 Yanenko 格式 ， 由 上 式 消去 过 渡 什 后 , H A ik " К 5 
Douglas 格 式 等 价 。 此 格式 与 Douglas 格 式 有 相同 的 计算 特征 ， 
得 计算 人 笃 式 稍 简 单 些 ， 它 也 可 推广 色 三 维 人 情形。 


TE 


7.86 局 部 一 礁 格 式 
将 (1.53) 式 分 腊 ， 婚 得 到 局 部 一 维 格式 ， 


| € an кї? 一 (1 + ER 
r 


литни SED, BARER) 


BEE DE EXE RIO Etat Т Du. = a (S дш), 


Б ЗЕНА АО RBGUDEZJME. ШЕ AK 
пу 1. Н А гас, Әли 
广 到 三 维 祖 形 ， 


58 解 非 线性 抛物 型 方程 的 差分 方法 


本 节 主 要 讨论 求解 非 线 人 性 掀 物 妃 方 程 的 过 分 方 读 ， 重 点 讨论 
几 个 重要 的 非 线性 抛物 型 方程 的 特殊 解 涯 。，.- + 

ЖЕЛІНЕ 77 f ш А! HEB AIR e RE E 
方程 的 切 过 值 问 题 ， 


/ Ән ous " LIT: - tas 
| d - (5,1,0, ЕРЕ > ЕРЕ 9! xe (0,12, i, 
u(x,0 -v(x),. XELO, 11, | (1,54) 


и(0,#) 29,0), 120, 
^ WC, f) =, (f), E9580. | ніс аныз 


其 中 Bf / a (98 ono, щй, 人 和 们 可 以 把 数值 求解 党 系数 


TIE 


线性 括 物 型 方程 的 许多 方法 和 技巧 推广 到 非 线 性 情形 。 
对 于 非 线 性 方程 (1 .54)， 和 构造 其 盖 分 格式 的 最 简单 的 办 法 是 
RHEA. El 


k*1 — ^ k БЕРДІ; k 一 ñ 
тар =f (ху! jut, Bina Bun, uiua н tuta), 
T 2 DE 


J=1,2,=w, N — 1, (1,55) 


ХЕ ЖЕ o ERE. 
XS PIRE HH ba ye ИНЕ А, Wi Crank- Nicholson 5 
A | 


її yh 1 
i T 一 = f (ху, In 2-(4) +370), | 
— 
10 ut., 1-8%, + a?i "i! 
2 2h 2h 


табаға) і-1,2,“,М-3, Q8 


其 中 ， 和 (1,56) &— 般 是 稳定 B, 但 求 


解 巡 :的 代数 方程 组 是 非 线性 的 ， 计 算 每 一 个 时 间 层 上 的 数值 角 
者 得 求解 一 个 相应 的 非 线性 代数 方程 组 ， 都 得 付出 较 大 的 计算 代 
价 。 

因此 ， 人 和 们 自然 期 望 在 来 用 隐 式 计算 时 能 简化 非 线 性 差分 格 
式 ， 了 减少 计算 工作 量 ， 增 进 数 值 求解 速度 。 王 面 将 围 颖 这 个 问题 
就 几 个 特殊 类 型 的 非 线性 方程 介绍 几 种 有 效 的 数 信 方 法 。 


8.1 Richtmyer 线性 人 方法 


Z E AER PE dt o 2073 $2 
ди _ g*(u") 
Ө? gx? 7 
Richtmyer 梁 用 加 权 陷 档 式 


m2. (1.57) 


. 49» 


ujt'-uj 2g ОШМ a-p (БВ) 
T д? д? 


MAT (1.57) X. 
(1 .58) 式 中 的 84 1: 是非 线性 的 ， 将 其 Taylor Ж, 8 


т h 
(u^) db = (u^) * + 9297 | = s. 


= (u")* + 0.200). (1 go, 


Өн gi 1]; 
Richtmyer 取 其 线性 化 部 分 ， 即 有 
(u^) 5*! = qu") q m (u""lyp(uahtl ub), (1,59) 
WFO.59 3 fA (1.58) Н 5ш, =u — ut, WA 
-l.w,- OSE G7) + mi w+ — (178) бз сц" > 
r si PE 
整理 得 
d. up a7) dw, d. -6% (u^) * 
= 2 Ea- 1); tu — 20777)  w, + (0771) РАТА 
+ д6" )5.17 200) + (0) 5,43, (1.89) 
жн Әд tE 
wo =H l -ui Шук = Uys r= y , 
则 得 到 一 个 关于 变量 v 的 3 对 角 线 性 代数 方程 组 ， 其 矩阵 形式 
" | 
1-2Е НЕ! -EF! Naj W > 
-EF  I1-2bFi ' | шү | 
| B -ЕРЫ | P | 
| -ЕЕ}., 1+2FFk_, 1 wya) 


. 10» 


-2rF} rF}? D 

| ri o e2rFi — C. р 
I | "ғы. ; | 
I "Бы, —2rF8-4 "»" 


еги") E (uh! ub 
0 
+ : 
0 
FOOD) 5. EPLGOS ! — uk) 


其 中 ， E = mr, ЕР= ы", 


BrEA, ВНИИ Hw =u eut, Ag а) НИЕТ 
一 个 8 对 前 绩 狂 方程 组 СВЕЖ Н dup XX AER 46 
Ty. 

(1,60) SX REX ER BE ARM ER. HERH “ЖЖ” 
Hg «НЕМЕРЕ» DET. (BUE (1.60) 式 的 系数 (wv" 71) ЖЕ “Ы 
定 ” 的 常数 ， 它 不 再 随 了 和 有 而 变 ( 这 当然 是 在 局 部 近似 的 意义 
ЕДА), бетін"-і)%-а, WMO. DARSA 


-róa(u$2i—u5.,) + (1 + 2ar8) (иў* 1 — u) гафсии?) 


= аг(иў,,—2чў+нч#_\), 
用 Fourier ЗРОКУ. 


1-44 - p arsint-97- 


oh И 
2 


G (о, T) = 
l + 4argsin* 


M ok оси 01,60) 的 局 部 稳定 性 条 件 是 : 
当 0=0<1/2 B аға1/2(1-20 Б, ARRE, 
当 0221/2 М, Task exp ЫН. 
作为 计算 实例 ， 用 Richtmyer 方法 求解 定 解 苛 题 : 


sijl» 


дн _ д? (и?) 
P 77 Bx ^C X € (0,1) 
| (050) = йшла, xCcpo,11, 


(0,2) =u(1,Ë) 20, іС(0,71, 
ІШІН ЕНЕ 29 
_ d y- - 
(2u - 3) +In([ POLI X). 


ТЕН л = 01, ге t/h* 20,5, щі = 0,58, FHRich- 
tmyer 方 法 计算 出 如 下 满意 的 结果 ; 


31.2 
Wow EAE E dg 
0.1 2,149703 | 2,149701. 
0.3 1,997951 | 1.997948 
Собр, - 1.849962 | .^ 1,849958. 
6,1 1.708244 | 1.706240 
0.9 1.567391 x 1.567389 | 


8.2 Гео E 3821839 
Тес Г ЗЕРЕ АЕ 
bas = E alu) дз н), b(u)>>0, a(u)0, c (1.61) 


эана ODARAN, db 


T А-1 
biu) Hj 780; O O 
(u?) zr 


_ yuk й ша 
^ КС» "dert н абий а) "1з |. (1,62) 


ЫЖ, ШЫН b(u)-a(u)-1, ЕЖ Ж Richardson #5 x, 
是 不 稳定 的 。 为 克服 这 一 缺点，Lees 作 了 下 述 处 理 : 2 


524 


1 4 h 
TT PES: uc UT tH; 1 +Í +u Do 


А 1 k +] É k- 1 
uja ӨШ; + Hi +H )o 


TEE (u**i 十 у); 
AT Rat u dE G 01/2, 5) a G — 1/2, FO 处 的 值 ， 令 : 
uh +u 
aul a) а(н) на, 


k й 
k E + j-1 =й 
aut. ажа )= 2 и 


` (1,62) zÑ ® Ж 
Бар itt sudo) SE асай culto + а-а) 
tap- Dl- - Е -a Га -и (о-ы) | 
+ (uh l — 82121. (1,63) 
Lees 三 层 差分 格式 (1,68) 是 关于 uN! 的 线性 差分 方程 组 ， 
这 样 就 可 利用 户 - 1 和 训 层 上 的 已 知 近 似 值 求 出 +1 展 上 的 近似 
信 ， 和 避免 了 解 非 线性 差分 方程 组 。Lees 证 明了 三 层 格式 (1,63) 是 
一 个 具有 截断 误差 为 O (т: + 51) 的 绝对 稳定 格式 。 
8,5 预测 校正 格式 


秘 测 校正 方 污 用 于 求解 非 线 性 抛物 型 方程 一 直 受 到 重视 ， 使 
用 该 方法 可 用 解 线 性 差分 方程 代 普 解 非 线性 差分 方程 也 能 获得 
Erin POS AEN Е, 


Тара MARA | 
д? ди Quy | 
JN - (ж, f и, 9% D ), (1.64) 
其 中 ， ди )>au>0。 特 别 地 ,这 中 攻 取 下 述 两 种 形式 ， 


* 53 «* 


ф= f, СЕТ +, (аа) да к. (1.65) 
8 


H 
$= gustu, 2 d tantus S). (1,66) 


例如 ， 粘 性 流体 力学 中 的 Burger 方程 


дч , , д" yOu - | 
23 +u 3x 7 y РТ хе ( — co, + co), #20, 


ЕР 1,60. (1,65) 297; ПЗЕНЕГ ЕЛ 


gu — d ou _ 
b (ч) 号 -= (аси) бе ), x€ C eo, +оо), 120, 


БЕЛЛ (1,643. (1,66) 2528, 
АҚЫҒА EDARRA. ЧЕ {ЕИ Л (1 6.0 ВОЯ 
测 校 正 格式 为 


dèut +171 


2 (u — uj) } (1,67) 


= TERIS: ‚и, A 


0; (0) tuj!) 


1 
2h* 
= = Ф| хрл ‚шт 8, Сол ubt), 


22 0707 002 >, 
1 (шеш) |, | | (1,68) 


其 中 ， диал 一 uj. -is 

对 于 名 为 (1.66) 式 所 示 情 形 ， 非 线 姓 抛物 型 方程 (1,64) 的 预 
测 校 正 格式 为 

项 测 差 分 格式 仍 用 CGR, Bu: A MURS 


аа} ка} 


D 


* bd ° 


Ыш 


- ЖЕЛ "CLEA Aa ар]. (1,69) 


总 之 ， атааран, Douglas 和 Jones 
(1963 年 )03 已 证 明 (1.67) 和 (1.68) 式 逼近 (1.647 和 (1.65) 式 ， 其 
截断 误差 为 DCT + hy, 用 0167) 和 01.69) 式 的 逼近 效果 是 DC 
+ 这 两 种 预测 校正 格式 都 是 绝对 稳定 的 和 烙 式 。 预 测 校 正 格 式 
多 计算 工作 景 并 不 大 ， 因 为 无 论 是 预测 稿 式 还 是 校正 格式 都 是 三 
对 角 线 性 差分 方程 ， 在 给 定 边 界 条 件 后 都 可 以 用 追赶 法 求解 。 


本 章 虽然 就 莘 单 的 神 型 问题 介绍 了 数值 求解 手 物 型 方程 的 种 
种 差分 格式 ， 怪 本 齐 挑 选 介绍 的 差分 格式 就 其 枸 亿 和 方法 布吉 是 
有 局 发 性 的 。 读 者 学 习 本 章 内 容 时 ， 不 仅 可 将 各 种 答 分 烙 式 方便 
有 效 地 推广 应 用 到 多 个 空间 自 变 量 的 情形 中 去 ， 而 且 可 以 讨论 和 
研究 更 实用 的 差分 格式 。 和 值得 指出 的 是 ， 营 在 本 篇 介绍 的 抛物 型 
方程 中 国定 时 间 t=， 则 它 试 成 为 艾 回 型 方程 ， 这 表 HH, RA 
型 方程 的 离散 化 方法 ， 例 如 有 限 元 方法 ( 见 第 二 箱 ) Aga 
引进 到 抛物 型 方程 的 离散 化 处 理 中 同样， 第 三 篇 中 讨论 的 解 离 
舱 乎 图 方程 的 高 效率 高 精度 算法 也 可 被 有 效 地 引进 到 求解 离散 括 
物 型 方程 中 。 由 于 篇 幅 的 限制 ， 本 书 不 能 详细 地 讨论 这 些 间 题 ， 
读者 可 根据 需要 自行 拓 广 应 用 ， 
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SIE BOXES TRUE 


”大 家 知道 ， 二 阶 线性 偏 微 分 方程 
s SE- + 24, + +95 Ө tb, ды шад teu = f» 
(2,1) 
可 根据 特征 方程 ` 
ady’ —2a,,dxd y + a, dx? = Ü 
分 为 三 AO XE (Xp, УАН, А-48і,-4,|4;)<20, 则 称 方程 
(2.1) 在 该 点 处 是 椭 加 型 的 ; 若 在 该 点 近 旁 A=0， 则 称 方程 
(2, 1) 在 该 点 处 是 拍 物 型 的 ， 若 在 该 点 处 A> WEHE. D 
在 该 局 处 是 汉 曲 型 的 ， 若 方程 (2. 1) 在 其 定 解 区 域内 各 点 处 都 是 
汉 曲 型 的 ， 则 称 方程 (2. 1) 是 严格 双 曲 加 的 。 这 三 类 方程 播 述 了 
不 同类 型 的 物理 过 程 。 撒 贺 型 方程 描述 了 物理 平衡 和 定常 态 ; H 
物 狐 方程 描述 了 诸如 物质 扩散 等 不 可 送 现象 ; 双 曲 型 方程 则 描述 
了 请 如 波 的 传播 等 对 时 间 可 逆 的 物理 过 程 . 
高 阶 线性 双 曲 型 方程 都 可 写成 一 阶 双 井 型 方程 组 
90/51 + AQU /дх = F ЕС 
的 形式 ， 其 中 4 = (a). FRU REN 1 列 向 量 。 若 .4 与 U 无 
Xo ЕРЕН ШІ (2.2 ЕЕЕ; ЖИБЕ 
5, FIFETU MRR, 2) 式 为 侍 线 性 方程 型 ， 落 .4 与 
UER, ШЖ (2,2) 式 是 氢 线 性 方程 组 。， 由 方程 的 分 类 可 知 ， 如 
RERA, f U), ЖЕЕ 4 有 # 个 互 导 的 实 特 征 值 ， 则 称 (2. 2) 
п ТЕ КЬ ХХ ВН АЈ. Жн, ДЕ (02.20 REO H y H 
Яу, ИП БАЕ ОУ EE CO. 2) ТЕЕ АРІ a КА ЗИ НН RU. 
2X HE 299 77 ER EF ЛИШ ЕНЕ 80 MHE Ба АКЕ (АЈ — E, Т 
转化 为 弟 微 分 方程 组 的 初 值 问题 ， 这 就 是 说 ， 这 两 类 方程 在 解 的 
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ҚҚ Е ЕНЕЛЕР 3 Јар АК. 3—7 ИШ, ИЖ 
商 代 夫人 微 商 所 得 到 的 双 曲 型 差分 方程 和 抛物 型 差分 方程 在 形式 上 
62А Я, ADU. Mp E KAK 2520 25 RE HJ E b JR Ed 
BU. AE, ЖД ЖЫН ЕЙ Б ЖЕНЕ X. ӨРЕЛ 
和 判别 稳定 性 的 有 关 结 论 都 适合 于 双 曲 型 着 分 方程 。 ©. 

本 章 重 点 讨论 一 阶 常 么 数 ( 变 系数 ) 观 曲 型 方程 (组 ) 的 莹 分 方 
法 ， 并 对 只有 理论 和 实用 价值 的 拟 线 竹 双 井 型 方程 组 给 予 了 特别 
Hi. 按 差分 方法 的 不 同 特点 ， 本 章 介绍 求解 上 述 方程 (组 ) 的 直 
BUE IMS VR кк ЕНЕ а, HAR X ЕНУ 

m ЖЕРІП 
定 解 讨论 及 其 差 分 方法 中 都 起 着 重要 的 作用 ， 读者 在 学 习 本 音 时 
应 注意 这 特点。 ü 


1 一 阶 线 性 党 系数 汉 曲 型 旋 程 的 半分 方法 - 
= ME 0] Dio 75 e 
ди/01 + ади/дх= 0, x€(—co, коо), Oct&T (2.3) 


RIEA, ix а 是 常数 旦 初始 条 件 为 
u(x,0) = p (x), (2, 4) 
НЖЖ (2,3) 是 简单 的 ， 但 其 差分 格式 的 构造 和 稳定 性 讨论 是 
复杂 双 昌 型 方程 (组 ) 差 分 方法 的 基础 ， 
我 们 知道 ， 方 程 (2. 3) 的 特征 线 方向 是 dx /dt 4 a, міне 
出 其 特征 线 为 
x af = š, 


其 中 是 常数 ， 在 特征 线 上 ，(2， DRENERER 4-45. 


‚д 2 d шщ, D, WO, SDNETRCE20- u(x,D 20, М 
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南 求 出 通 解 为 wtaf +E, te, & E-0, ИЕМ Ис, Aul, 0) 
=о= Ф028) = ф(х – at), ХЫН, ТЕ ЕН Ең Xx f xb RB 
等 ， 解 是 沿 着 特征 线 传 播 的 ， 即 

u(x, ё) -u(5,0) = (5D = pix — aty, (2,5) 
БН, (2, 3) 式 解 的 光滑 性 依 WW T 0) З 2 НЖНОЗЕНГЕ, ij 
ФОЕССКЮНЯ uix, DC COR x T), 


1.1 古典 是 格式 
ЖЖ ЖШ ЕИ IRL O+ 了 的 古典 显 格 式 


1 айни) + 2 (ufa: -шф-0, (2, 6a) 
т h 
3H , 
1 (uf o e (p ub.) = 0. (2, 65) 


МІН Fqürier БО tie ix P ab ARARE, Нн) Еш 
^omgh(Dei"* PRERA (2,6 zx, ЖЖ 


vti -Dicrar(1- ei^) jo (D), rz T 


(о, ту? = (1 ar(1 ~ cosak))? + a?r* sin*g 


= 1 + 4ar{i + arsin! 02, 


ЖЕ, Von-Neumannzk£EJE 3€ У (2, 600 E PU E SE EF, 
由 上 式 可 知 | 


а->0 
当 { 0 B <Р SIERO. 60) { 
同样 有 


不 稳定 } 
稳定 ， 


a0 H|[er| x1 稳定 ; 
26 Ққ, SARRO, 65) s ы 


若 注 意 到 dx/di = 9 是 特征 线 方向 这 一 事实 ， 则 读者 立刻 可 
ЖЕ 


知 古 典 显 格式 的 稳定 性 是 与 特征 线 方向 有 关 的 。 这 是 为 什么 呢 ? 
Courant-Fricdrichs-Lewy 结 舍 双 曲 型 方程 的 依存 域 ， 从 几何 
角度 分 析 了 差分 格式 的 稳定 性 和 差分 解 的 收 伍 性 ， 王 面 以 (2.6a7 
式 为 例 说 明之 ， 

由 其 分 格式 (2.6c) 可 A, uf АТ и) Risf. STET 
E, ubt PERT uy, uy. УЧ зк | AE., 21692. tT’ 
KECA ВУ uj 的 依赖 区 域 。 另外， 由 (2. 外 式 知 ， 
微分 方程 稻 u(x; Ру.) 的 依赖 区 域 是 点 上 £。 当 а>0 hf, ёд 
于 A 点 左边 ， 盖 分 解 依赖 区 域 [A4，B] 不 包含 з, ДАЧЕ 
ЕНЕ POMERE 4, BILAR, MAC, ORAMO 
Eg unin ORREZ, (802, Ба йоз и 1 
RER, MUEL, Нн? Же ҮЗІ (ху, ы D 89. ЇНЇ 


REUB, aco, EELA B1, 9191 | |<, 


1 aT 
从 而 有 | -2 | 
ШЇ (2, воў НО Н Е, FH Lax 等 价 定 理 (参见 第 一 章 
$3, 3) BI Ap, vr (2, ба 的 解 ut^! ek А 38 (2,3) 
式 的 解 u(x;, і;,12. 


| = |аг| «i, EREC 6а) 式 的 稳定 性 条 件 ， 此 


Ай £ BT k 1), 0) 
E 2.1 | 
БІН, ЕАУ ВИО e $851 23 X t OS V db АЕ ЕНІН 
化 及 差分 格式 稳定 的 必要 条 件 ,这 个 条 忻 称 为 CFL 条 件 ,也 可 简 
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Жо Courant 条 件 。 当 然 不 符合 CFL 条 fr 的 差分 解 是 不 收 敲 
的 ， 其 相应 的 差分 格式 也 是 不 稳定 的 。CEFEL 条 # 虽然 不 是 差分 
ЖЕҢІС бөл 的 充分 条 件 ， 但 它 给 人 们 蕴 出 了 设计 差分 格式 的 基 
本 注意 事项 。 另 外 。 读 者 应 该 看 到 ， 若 差分 格式 满足 稳定 的 充分 
Ж» MARARA EE CFL ЖЇР. 


1.2 L-F(Lax-Friedrichs?3&5t 
19544 Lax 和 Friedrichs 提出 L-F 阁 式 
— ua ' Í (ub. RA HEP ]*4 jg ber “%-11-0, 
其 截断 误差 是 c 49), RISE TE i 
D 


G(0,1T)-cosoh-— iarsinoh, r= — 


因 . | 
| = costoh+ a*r*sin*oh— 1 — (1 - a*r*)sin*oh, 
ЖЫ, ІҢ Von-Neumann ЖИЕ, larla kt, L-F fX 
稳定 。 
L-F 格式 不 象 上 古典 显 格式 那样 要 考虑 特征 线 走向 ， 因 此 在 一 
定 程度 上 它 还 是 方便 实用 的 ， . 


1,3 L-W(iLax-Wendroff) jx 
18604- Lax i Wendroff Nét P ABIRE OQ + At) 


By L-Wiest, 
Wri= цб. 97 ә (uj. — ub. y+ - (us. ;—2u$ c u5,,). 
кен 由 于 
д?и 
alt ^m i --2-(-4-4 -д= ) 
= x 9 u 1 хи 
4 > e)" 7 x^? 
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Å t z А 
TETTETED =н ху, А) | д. І + + O (r°) 


= u(x;j,Í,) ~ ат| 0и ІР x [2:2], + Ост"), 


从 而 可 知 L~W 格式 的 截断 误差 是 O(T? кА), 
MERE L-W 格式 的 传播 因子 是 


G(0,T)— 1— 2a*r'sin*. 7^ .— farsingh, 
所 以 有 
t 
G ,1)]”"=[1- IR Oy Latir!sin*a 
iG (0,7) | (1 2g*r*sjn* 4) !r* sin*aft 
1 
= (1 - 2a*r*sin:-2^. ) + 4a? r* sint oF соз? I 
2 2 2 


= J] — 4a*r3(1 一 atrèysint E, 


ЖАП lars L-W А ВАЕН. 
L-W EAN L-F RAH, АЕ EPAR, хим» 


ЛЕЛЕ. 
1.4 ЮП еар-1тоо) x 
иен m 
Cup- up- -uf-1]20 


jé—^r- d88r iE О(г +) дус е, 
ЖҮН ЕНЕ, 6 ө)-ар!і, 上 式 就 可 化 为 一 个 二 层 
2:453 EE ÍH 


. 8] • 


ECE буу os? Ы) 
(0), 


再 用 Fourier МОЛЫ, ЖК ЕРЕ 


—ji2arsinghA 1 
(QU, T) -( ) 
1 Ü 
СМЕНІНІҢ >) 
u= ~iersinoh+v таёр? сіп Тай. 


ағ 18, FRE atrtsintoh2>1 的 of6，G 的 两 个 特 
{Ж ЛЕШЕ Ж. УРАН 2 ПАК Es | i2arsinoh| >2, ДТВ ЕН 
本 篇 第 -一 章 中 引 理 1, 1 可知 ， 他 的 两 个 特征 值 中 必 有 一直 的 抱 对 
值 大 于 1。 也 就 是 席 ， 当 jer]>1 时 ， 了 旺 娃 格式 不 稳定 ， 

^ wjar|<1 {ohan t, ЕНИИНЕСНИ НИШ ЇН, 
ЖЕН ЕНІ, т 013874), ЖЕРКЕН ЕЕЕ. 

Mer] <i Ң олени, BAGARE E ЖЕН, BIN 

传播 矩阵 为 


comnD-(: г), 


H.(G*(2,9)) 是 一 至 有 界 的 。 利 用 稳定 性 的 定义 } ПАН 
式 在 这 种 情况 下 也 是 稳定 的 。 | 
B, ЮЕ Аа ER E а xi. 


1.5 Mix, 
普通 的 隐 格 式 


1 гов уві 
T Ги) н 1- 


^R Luf.,—-9u].,220 
НЫЛ Өсті), Bo MS. 
29 ГЕНА ВИНЕ, а V 
s 562 s 


-i-pw — и%-11 + 1.9 ри}, - uj 12 


+ (ufilo-uk-1)]-0, 
此 格式 有 时 也 称 作 Cranb-Nicholson 格式 ， 为 了 估计 其 截断 误 
ж, ЗЕКТЕ (х, Ё, лл) КЕ Taylor Ж: 


I 
| + О(т?), 


- [u(x5, Р) - u(x А. 


k= 71 
[utan ti) cua, 1017 (=) 


ig Wed 
Roi. ð - + OQ (r` P 
H 


4-7 
g Eians ta- i) — u(x 1 f - 1) J = (= ) 


1-% 
CE E +O R Y, 


аланы, DORÉ OUR OC 4. 
稳定 性 讨论 也 是 不 难 的 ， 先 求 出 传播 因 于 


]- ---— (et еті?) 1- BER 
GO T= ---- = SEM 


1 ы. е _ e р LS 
i ( 2! 


жене, Виа кае, 
1.0 "friki 


H (2,5) ХИН, ЖЖ ШЕЕ Е Я ЫИ, BU 
HA RH dx /di =a 的 平行 直线 族 和 所 = Pr 的 平行 直线 族 组 成 的 
和 斜 变 网 格 ， 册 利用 (2, DAR S uf = u(x;, t.) = 9(x, — akt), 
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这 是 准确 求解 的 办 法 ， 参 见 图 2。2。 
ИКИ ГТ 
ЖНЖ, BUE CFL 条 件 成 立 ， 并 考虑 到 方程 (2. 3) 


的 解 在 特征 线 上 为 常数 这 一 事实 ， 现 利用 特征 和 插值 来 构造 差分 
2. 


Же а>0, М 2,3. — 770, Ч(Р) = 900), ОЖЖ 
RTE 29—271, ORE uCBYRYI ССР ННІ, 
ЖЕН 

аР) = 400) = (1-а utc) + ou В), 
由 此 导出 的 差分 格式 
ub*!z u^ ar(ub ші 1) 
与 古典 黑 格 式 (2. 65) 同 ， 


(jk) 


r= kr 
dx 
di S 
: t= 
(Jh-—aks, 0) 
图 2.2 
P 
1 
n 5 


А во c D E 


2.3 
如 梁 改 用 B. ОРЕВ {Н Жл 4(Q)， 则 可 导出 Lax 
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-Friedrichs Mk. | 
ЖИЕН B. C. D=AfFU 03% (0), A 
u(Py-u(Q)-u(C)—-ar[u(C) -u(B)] 


--5-а -anLuCB) -2и(С) + u(D)1, 
ШЕГЕН Lax-Wandroff Ii. 
2 ”一 阶 线性 常 系数 双 曲 型 方程 组 的 装 分 方法 


75 Cs CHO ER 7 73 Ré f қ 
aU /Ot + ABU /дх = 0 (2, 7) 
的 初 值 问题 ， 初 始 条 ЕҢ U (x, 0) = U, (x), ÆRU =U, t) 
= (ш Сх, E), n, ш (x, T, АБопха ЖИІ, БІЗДІ 
(2, DERRER, АЖн 个 不 同 的 Ж 特征 值 ， 那么 存在 非 奇异 
HAES, GUN 


à, 0 
SAST! ALAS S AS, A-( LE ). 
0 à, 


EFW = SU， 则 方程 组 (2,.7) 的 初 值 间 题 可 化 为 
OW /д# + ЛӘ /дх = 0 (2.8) 

ЭЖЕНИ, НАН W (s, 0) = ИС), 注意， 方程 组 
9. ыы ТЕЛА, 每 个 方程 都 与 (2.3) 式 辐 

， 因 此， AA. DAC, DA ВТУ НОРОК Fe Rd AE BE, 就 
TAERAA DEAM жк te, 若 US ECCO", ДШ 
方程 组 (2. 72 n fé Ind НЕ — дЕ, B U (zx, DCCIQUPxXx T). 

ім ЕНТИП, Sire Tob RERO ACRIOR Ast a RT D] 
ДЕГ R Bp ER EE TS RC REIR REDE. АНМЕН ЛК 
典型 实用 意义 的 差分 格式 进行 推广 ， 关于 方程 组 (2,7) 的 初始 条 
忻 和 边 值 条 性 的 处 理 将 在 #4 中 讨论 ， 


* БЕ s 


2.1 L-F 格 式 


将 一 个 方程 的 Lax-Friedrichs # A 直接 推广 到 方程 组 情 
X, RA 


21] UT алы, eut. 


vU wt DEM 


та 


OX. 
这 仍 是 一 个 精度 为 Ой + вэ) 的 差分 格式 ， 关于 稳定 性 讨 论 也 是 
JER, HERAUT-VU, r=<*/h, ЖҚА Қ ар RS Tea yE 
ЕЕ . 


G (o0, T> = -5- (ei^ * e 17 ^5] 
Rol (er-ioh облу д 
д 


= cosgh 7 — irsingÀh+ A, 
RE— X FEBS АНЫҚ. БІН, WERaG-1,,m E A 
НЕНА, ДИГИНЕ A GO Bis 
СС) -cosoh -- dhsinahe Ajs 
[6,12 = cos toh насіп од 
-1-(-r'iDsinteh, {= 1, e, ñ, 
EA, ЯТ 04) <1, MUJ L-F ЖЗА Von- мећеви, 
但 因 方 程 组 (2, 7) 是 双 曲 型 的 ， АЖ пЗ ИЕН, 所 以 
HET, 7 中 的 I" 即 知 ， 当 "PC SI "T L-F 格式 稳定 ， | 


2,2 L-W 格 式 
“我们 仍 招 单 不 方程 的 工 - Ма RU “ 
= АСО - Us. |) 


FO 


* 8&5 ғ 


- 一 Ub «UM. 
这 里 + =T/h， 容 易 看 出 L-W 格式 是 二 阶 精 度 的 格式 。 其 传播 矩 
阵 是 


((0,T) = I - irsingh. А-ЕКІ-совай) 47, 
ім I; 43 5829 AG ЕЛЕНЕ, ЙІН 
B (G) -1-—íirAsinoh-r*ar(1- cosah), 
|t] ic artaj -rtapsint 94, 
Wf, von-Neumann 条 fF 仍 是 差分 格式 稳定 的 充分 条 件 ， 改 
M rp( A) ib] L-W ЗЕ. 


2,5 特征 垫 分 朴 式 

由 $1.7 看 则 ， 一 个 上 方程 的 竹 征 差分 格式 (采用 线性 岳 值 情形 》 
同 于 古典 显 格式 (2. ба) EX (2, 62), 但 将 此 格式 直接 推广 到 方程 
组 (2.7) 有 困难 ， 主 要 是 由 于 4 的 特征 值 可 Et ЯСЕ] 
断 特 征 线 的 走向 的 缘故 。 

ХЕ, ЖЕРГЕ ЖИН (2, 9) 的 特征 差分 格式 .注意 方 稳 组 (2, 8) 
已 经 不 是 耦合 形式 了 ， 它 相当 于 二 个 独立 方程 

бу + дш? /ёх = D, f=1, "+, п, 

Hho УНЕ Л RS 4 EARR 1 行 对 角 元 素 ， 这 个 方 
程 可 以 按 对 流 方程 的 特征 差分 格式 (如 (2.69) 和 (2, 650 3 ЬН, 
为 书写 方便 ， 省 去 wn 的 上 标 1 ， 则 上 式 的 特征 差分 格式 是 


ww w= 0 H А2208, 


{ > 1, m», 


iwp- ed] e Aws -wł]=0, AG. 


PSS ERA 形式 
iwp- wp A ұз [Wte c wh- 14 


. g? а 


= wi, - 2ш} кш) J. 
再 把 它 写成 向 量 形 式 的 特征 差分 格式 : 


Wi И) -— AG . Wi) 


| | ” 
*-LMADGEEL.-2£WP-WILQ. (2.9) 


这 个 特征 差分 格式 自动 适应 了 特征 值 符号 , АЛПЫ ЖЕЙТ CFL 
$E. ;这样 就 可 以 招 (2. 9) 式 推广 为 方程 组 (2.7) 的 特征 差分 格 


X: 
UT" =U} - А}. Uk фа s 5 075 ° 
í; = c б ' | 
оз аш t-g l4 URU +17}. »? (2.10) 


фр roc/h, АРС ТАЗ | 
下 面 先 还 竺 征 差分 格式 (2， вай. (2, Бы 


G CU, T) =I- irsinghA + r(cosah 一 і). А]. 
其 特征 信 0 
B (GQ) = 1 — irasinch £r Al ссозай - D," 
іе (1 – 274 [sint ceh/2)5* + +rtabsintoh” w" 
-1-4A[Q |а |) зіп? (wh/2), TIN 
Eg A ЖИЛЕ, БИШ Von-Neümann жЕ ЖД, 9) 稳 
定 的 充分 茶 件 。 放 可 确定 ， 当 ?2() 所 1 时 ， 有 PP(G1) 太 1， 差分 
格式 (2,9) 稳 定 。 此 时 [GC0, ММЕН. 022 
再 证 特征 差分 格式 (2. 10) 的 稳定 性 ， 设 (2..10) AHY fE Ra 
ЕС, (0.т). B4 7 5457, AAAG = 56,57,64 = SG^s-!, 
ЗСЗ, NOS нос) xum. REX AA (2.10) 也 


+ GH + 


是 稳定 的 ， 


553 一 阶 变 系数 双 曲 型 方程 (组 ) 的 头 分 方法 


-“И 28 3 XX HH 28073 РЕ 

gu gu — 
Бох, г rat, D ax -с(х,%), ES Eer ST 
| (2,110 
的 特征 线 方向 是 

dx | a(x,t) alx, Ð bix, ЖО 5 | | | 

f ЫЫ dx di |50, (2,12) 
这 表明 等 征 线 是 一 曲线 ЕЛЕС 

du _ c(x,1) c(x,1) bès, f) 

dt — b(x,t) R du di ы (2.13) 


ІХ ЕН, ЖАРЫЛДЫ, JE ҚОНУ. ШЕН 
НЕ НЕ БЕА ОЕ 17, HEO 30 B МИНІНІ ЕНУДЕ yE RE 
是 容易 确定 的 ， 

АҒАҒА RUE: . 

 BG,0D8U /8t + AQ,I)8U /OX = C(x,1), (2, 14) 
Kuh, U(x,0 = Gu, (а, D,u(x, f), e FT Cx, don 
(сісх,%),с,(х, Р), vt 6 (34, 1) Ms AG, DRIBG, 四 部 是 与 * 和 和 
t 有 关 的 nx # 阶 条 阵 ， 人 们 可 以 从 两 个 方面 研究 方程 组 (2, 14). 

一 方面 是 ， 人 研究 解 沿 着 特征 线 传播 的 本 质 { 见 85, D, 就 可 确 
定 (2, IT4) 式 所 决定 的 特征 线 方向 场 和 解 浩特 征 线 方 向 的 微分 关 
系 ， 这 些 结果 类 似 于 一 个 方程 相应 异形 的 人 2. 12239802, 13) 58. 

习 一 方面 是 ， 利 用 (2.14) 式 是 严格 双 介 型 方程 组 这 一 本 质 ， 
对 其 作 相 似 变 换 ( 优 照 一 阶 线性 常 系数 双 昌 型 方程 组 情形 ) ВА, 
(2.14) 式 一 定 可 改 与 为 

ӘН; + A (x, DOW /óx 2 F (2. 15) 


. 60 е 


АЈ, ЖЕРИК АЕ TF x ЖІ п ІН, А(х,0 Ж 
АЭ] ЖЖ. ACE, БЕЛІ ЕНШІ n ЖҰЛЫН АУР a. 

一 阶 变 系数 双 了 曲 型 方程 组 确定 了 + 条 不 同 曲线 的 特征 线 ， 这 
是 与 党 系数 双 曲 型 方程 组 的 情形 不 煌 同 的 ， 

ЯЙ n = 2 的 情形 为 例 ， 说 有 明 方 程 组 特征 绕 把 定 ЙЕ IX 1877 29 
依 线 环 、 决 定 域 和 影响 域 ,如 图 2,4 记 示 ， 定 解 区 域 中 , AM (x, t) 
Xl 2 RARER LA DEN, БАНУ 8 MAB rH Z bB 
01А SD E H HIS AB ЕЖЕН 一 确定 的 ， 故 称 АВ ЕШ 
М, 称 曲 边 三 角形 好 4 互 为 决定 域 : Bii AB. AE ВТ БАЕ 
IB $E APR BEAD ETAB ИН UR. KEREKAN. 


M (x, 2 x`; , 
| 影响 域 
决定 城 
А Өй B O UA Wü D 


El2.4 
HRANÉM Jy 32 (ЇН) 的 种 种 差分 格式 都 可 以 推广 到 变 系 数 
情形 ， 然 而 稳定 性 分 析 将 出 现 复杂 性 。 本 节 将 用 几 个 例子 着 重 指 
表 如 和 独 进 行 推广 ， 以 及 如 何 解决 稳定 人 性 分 析 ， 而 不 准备 将 前 面 出 
现 的 各 种 方 靶 面 画 俱 洒 地 罗列 。 


3.1 入 定性 分 析 的 冻 综 系数 方法 和 能 量 估 计 


对 于 变 系数 对 流 方 程 | 
| ди/ді + а(х, 1) ди/дх= 0, |x] <ç, OiT, 
可 仿照 常 系数 情形 ， 直 接 写 出 转 征 差分 格式 | 
(ut! uf) + cuy - uf.) = 0, ad, 
, " (2,16) 
r (P u) + (bau = 0, аро, 


70: 


为 了 分 析 该 格式 的 稳定 性 ， 我 们 先 把 а) 看 作 和 常数 ， 于 是 
(2. 16) 式 就 是 常 系数 差分 方程 ， 用 Fourier 分 析 法 求 得 稳定 性 
Я арта. ЗРАКА НАВЕ БЕЗУ АА Gu. 19 BN 
近 的 人 情形， 因此 ， 百 对 一 切 的 x; ЖН, WAAD 2j Ea (2, 16) By 
稳定 性 条 件 


这 就 是 洪 结 系数 法 。 该 方法 很 简单 ， 而 且 一 般 能 较 好 地 反应 稳定 
泪 结果 ， 然 而 这 不 是 严格 的 方法 。 
用 能 量 估计 的 办 法 分 析 变 系数 差分 格式 的 稳定 性 是 普遍 适用 
的 ， 现 仍 以 (2。16) 式 为 例 作 能 景 估计。 
“ 先 抬 (3.16) 式 中 的 第 一 式 改写 为 


uF'1- (1 -raf)u* ғайб, (r= t/h), 
FX RISE и}! ЭМЕН AIEO y PRI, 就 有 


upori rir r+ (и%8%1)31 E Feud D? + (и}*!ў®] | 
. Е 


k À 
I > (иту? + ILL ара 2 (нў) °, 


Снр) 2 (1 каф) ші c rad (и? |)? 
= (u?) rat quD* ығай 108; 
СЕНЯ А, HIRAF Sj = У рл, ӘЖ 
Гак арак E (3, ар ард 
P Q o= sup] (aj. -a})/k], 最 后 得 到 
[их i + ет) ЕРЫ | *. 
VT HEBES. 02, IOANA Uu BEI. ЗЕН. 
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REAA oE (2. 1) 式 的 第 二 式 的 稳定 性 ， 
总 之 可 得 出 结论 : Fa DAT s E Lipschitz 连续 


M, H-, marase MASERO DE. 


5.2 ET BE ЕВР 


РАКИ КУРЕ (2.11), HAER IERD i (2, 12) АЛИН 
特征 线 解 的 微分 关系 (2, 13) 式 ， 原则 上 ， 利 用 这 Wi 个 关系 式 能 
求 田 方 程 (2,11) 解 的 表达 式 。 例如， 首先 利用 dx/dt2a(x,D/ 
b(x ЗЕҢ = xt) » BERE TREE ЖАҚҚА du /dx = € (X F) 
[b (x DHR BRE и 在 特征 上 的 表 达 式 了 : 然而 对 于 复 
Ян НУ Я 90183, Piya ki B E k Е BU — Ж ИЙТ ЖОК 
ЫҢ, nje K — 828 H Tf Л Ps CHITI BE Ж) W E 8 EL 17, 
而 县 可 以 推广 到 数值 求解 更 复杂 的 拟 线性 双 曲 型 方程 情形 ， 

简 言 之 ， 特 征 线 尘 就 是 用 Euler 折 线 法 近似 2,12) 式 和 和 
(2,.13) 式 。 所 以 有 差分 格式 
(таа 0 oft /bY 8-0,1, 

(uji ub) / Ga a to mc(xfto bx, Fl, 

特征 线 方 靶 的 计算 过 程 林 参见 图 2,5, Ah AB 假设 为 初 值 

线 ， 实 曲线 为 特征 线 ， 虚 折线 表示 用 性 征 线 法 的 计算 过 程 。 据 
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Euler HAREE ОН, ЯКИ ЕЕ ЫН EP2 Ос). 

В КЕБ ЕЖ НУН НУВ SEA RSEN B| EJ B ЕЕ 
三 到 变 系数 情形 ， 稳 定性 分 析 一 般 采 用 许 结 了 系数 法 和 能 量 佑 计 
祛 。 此 节 不 再 反复 列举 ， 读 者 可 自行 练习 。 

虽然 本 节 只 是 就 两 个 例子 介绍 了 特征 差分 格式 和 特征 线 法 , 
但 关于 方程 组 情形 的 其 它 关 分 敬 式 及 边界 条 件 的 处 理 方 法 ， 读 者 
述 可 在 $4 中 得 到 部 分 补充 和 启发 。 至 于 特征 线 法 ， 还 可 在 36 中 得 
танымы 


$4 ”二 阶 双 曲 型 方程 的 差分 方法 MEM 


Jg TBI ЁН ЖУ Bü LR] рх HH Ж УУ EERE 
Qu/Qi* = a*gu* /ox*, (2,17) 


其 中 常数 8>>0。 根 据 二 阶 偏 微 分 方程 理论 ， 与 (2,17) 式 相应 的 
特征 方程 为 dx? ~ atdit = 0， 利 用 特征 方 向 dx/dt = Ба, В 
OR PATE IE ZR 


х-аѓ=ё,, 二 QF = Š, 


若 用 4 沿 特 征 线 的 偏 导 数 分 别 表示 -SO nu a 


Of 
| д?н E 2 Ән aš, + Qu "E 
ән 05, ðt dé, ді 
дш _ ðu  , g'u 
B 2 06,0, N oe) 


жшн. 
L -—— — 5 -- 


Дх? Ox “06, gx 95, ах | 
-õu OH. ди 
JË? OS, GE, Езу 
把 它们 代 和 人 (2.17) 式 ， 则 得 到 g*u/oE, = 0, 从 而 得 到 波动 才 
程 的 通 解 形式 为 


д?и ð {f Qu 04, + gu де) 


» {3 а 


ü=f,(Ë)+f(6)= fit -a + f(x жай, 
ЖЕЕ ЖОНЕЛЕ | 
и(х,0) =p (x), и,(х,00-%7, (ж), |х}< Со, 
ШЕН Ses BE EX f, 和 fa 且 求 出 解 的 表达 式 
иба = -L (o n а) s Oan -1 1 edo d£, 


Хх). ЕСК жЕ АННА Д Ж (D. Alembert is, 

利用 D. Alembert ді, RARA M oto 的 决定 
域 是 AMAB, (hi REL ABICSIM B2. 6025 也 很 容易 理解 点 
x» AIE 3 CZS 0, E12, 669); 
M (ха, io; 


‚ Афху—а10,0) а ВОон-ага,0) 


а) b) 


图 2.6 
正如 本 章 开头 所 述 ， 高 阶 方程 可 化 为 一 阶 方程 组 。 这里， 只 
要 令 0= ди/01, шади/Әх, U= (v,u)7, RI Ж(2,106 
可 写成 一 阶 线性 方程 组 | 
OU /Ott АДЫ /Bx = 0 (2,18) 
的 形式 ， 其 中 4 =( ，。 0). даят изн (to), 
зрана ао, аорті л, M 
Su 1 Ü 
4, 1) A= S^ AS (ç 小 
所 以 ，(2,18) 式 是 严格 双 曲 型 方程 组 ， 
4.1 лилия 


afde 


bye m p m E E25 ALAR, Вр ИЕ (2,17) 的 
mios 


PP - 24 + uht] = 


2 
S Си ,—-2u* tut, 12,19 


ХН--ТЗЕІНІНЕН Ост + typy Е. 20 7 НЕовгіег 
方法 分 析 其 稳定 性 ， 需 将 其 化 成 两 户 格 式 ， 容 易 验 证 人 2.I9r 式 与 


| 1 Ë +1 n ü к | 

OUS - Uj) ~ р Quac Wii 

| , . (2,20) 
| ғ 

EE = (0) да 0а)» 


是 等 价 的 ， 其 中 0} = 2 ар-ар », 


i. a 
Dr = PE (u$, 7 uf. iu. 


现 用 Fourier 分 析 法 分 析 (2.20) 式 的 稳定 性 。 令 o = ptio 
е!" шр р е", ， 代 人 (2.20) 式 就 有 | 


1 ж. k D 
2 0.) 6 64) 


R 


(e). (L EC. 
PEE: — =, cs 2агсвіп-09, | ‚ 
— | 
Zu 
其 特征 方程 是 


B. (2- chu +l=o0, 
* 15 • 


特征 报 是 
dh 


h . Jg 
Шагі- 2a*r'sin* 77. + ida - a* r'sin*- 97 )darrrsins 7. 


шіні, арі 的 充 要 Ж (pd |2-ce*| x2, ЖОМ or 所 1 时 
|^] ші, ff & von Neumann Zr. EAX fE С A Je: IE 
ЖЕ 所 以 还 需 仔 细 地 分 析 稳 定性 条 件 。 

M art] Н ол^-2ил 时， 字 有 了 两 个 互 异 的 特征 值 且 Шз] = = 
1， 据 定理 1.7， 壮 分 格式 (2.20) ЮЖ ЫЛЕ. 

M ar<] H ch = znr IF, ІБаіс1Ь, (ЕНЕ СЖЗ ДУР, 
直接 运用 稳定 件 概 念 ， 此 时 差分 格式 (2.20} 也 是 稳定 的 . 

当 qr = iht, САЛНА, =, = ~ 1， 它 有 两 个 初等 因子 ; 
特别 地 取 of = 3， 旧 时 有 相似 变换 3 存 在， 使 


G= s( ы 


ODE GOBER 02-002 
e. (D СЮ Ass Tuza 
Ес”), ВИ 34 ar =] HERE FOR, (2,20) RE TAE BS, 

алу, XART 5.19 gt (2,20) AUGE DERE PER ағ<с1. 
再 据 定 理 1.3 即 知 ， 当 ar—1 时 显 格式 人 ,19) BU SEA EHE CT š 
动 方程 (2,17) 的 解 ， | 

ШағсіЕ, PRAID 符合 CFL МЖ, НЗ DO. N. SE 
分 方程 (2.19) ЖІН, uj БӨ BM P ES ЖҮН udi. wu]. uoi fl 
и)-5, ЕЖ, Үй БЕТТЕ ЕГЕН: 

Hi a Uf тш НӘН agas feks 

因此 称 * MESTERE; -a x; r EH RJ] kE дА SE ST RE 4 的 
依存 域 ， 它 是 在 x x 轴 上 被 通过 On EO 的 两 条 直线 


h 


x — X = EQ 4-50 


did 


И SEBODCIRIE 4, B]ELEBBI&SG. 5, 过 CZ 微分 
方程 (2.17) 的 两 条 特征 线 是 
x— x 二 十 要 (一 站) 

Гр, ETE OI ERE uto 的 依存 域 ， WAR, argiki, 
LA, B]2ED,EJ, HAE 2.7, ПА (2.19) 可 能 稳定 。 据 
前 面 的 稳定 性 分 析 看 出 ，er<1 时 显 R EN (2,19) 是 稳定 的 ， 人 也 
ar = 1 时 显 格 式 (2.19) 是 不 稳定 的 ， 

ха 221 Ч, 265) BEBMICEERRL 4. 已] 不 能 包含 微分 方程 解 的 
HGEAERED.,E), 042.70) 此 时 差分 解 是 木 稳定 的 。 


b) 


| | 12.7 
4.2 定 解 条 任 的 处 理 
BIMA s (2,17) 的 最 格式 和 隐 格 式 还 有 多 种 ， 这 里 不 再 
4%. 


—— |28, TEARSEAPA ЕН, UHR S ЖЕЛ SE 115 A 
ЖЕМЕ ОНИ Ж» ХЕ ЛАНЫ ЕШ Px Jy НЫ ТЕЗ 
HLR. Д] ДАЕ ЕВО ЕЕ, 
对 初始 人 条 性 
po 5609; | 
Hu i (x,0) (x), x € ( — оо, + оо) 
来 说 ， 其 第 一 个 方程 的 离散 形式 
' EFE E FEA EEF 
可 适合 各 种 精度 的 差分 格式 ， 但 第 二 个 边界 条 件 的 离散 方程 (4} 
-up/r-(0x) 0HBEEStf EI ОСО 的 盖 分 格式 。 若 方程 离散 
采用 显 式 (2,19)， 则 第 二 个 边界 条 件 需要 用 共有 二 阶 精度 的 离散 
方程 ， 不 妨 取 为 
| (u] Cw?) /2r= ТЕРЕ 

НЫ, SURRERBRUR2EAHPEEI Т, (EGAL ku, 为 此 可 在 
(2,19 iha k= 0, 8 

ирәк (Ш},,+и}_,)+2(1—г?)и% -uj 


ЊН. ЕНА НЕ #7!， 就 有 
и} = EP s) %%(%,-121- (1—-r')9(x,) кт Сх), 


JE, FERHAN, ИЖ 
(Ші r1 u$, u$ D E20 -rDuf ufi, 
г = -Ch кф. 913 (1-г®)Ф{хр ep, 
tuf = ф(х, }=-Б1,&2,+е,Ё&=],2,+, 
就 可 求 得 差分 解 了 。 
就 边 信 问 题 来 说 ， RER ARERR E, 还 需 处 理 好 


RRF 将 各 类 边界 条 件 作 如 下 处 理 * 
КЕ 


4%: 


pest, 
u(1,1) =É (Ó), t0 
af Ej pK 
u* — ш, A) ий, | 
шоу = ub, R= 1,29 
Жаа r se F 


AAA =H, (f), 
Cl, E) = СЕ, t1 


可 号 成 
[іти us = hg (a), 
ub-ub..—-hR00, Е-1,2,% 
第 三 类 边界 条 和 件 
人 FITLITIOF 
(аз + Uy) uL. ә ES), іс 
可 离散 成 


(5 -uh a GO hui = АЁ, (Р), 
us- ир. + a uo fuso АЙ,(4,), k-21,2,*, 
ПЖ ЖЕНІС ІӘЖЫ 算 边 值 问题 ， 就 需要 解 由 
(2,.19) 式 和 已 处 理 好 的 定 解 条 件 所 组 成 的 方程 组 。 当 然 ， 此 时 仍 
看 在 着 截断 误差 匹配 的 问题 。 由 于 上 述 第 二 。 三 类 边界 条 件 的 离 
散 形 式 都 只 有 O( 有 的 精度 ， 同 显 式 (2,19) 不 匹配 ， 所 以 我 们 仍 
RES REER 那样 ВУ ЛА, ЖЗ. = АЯ 
Е. ЖЕЕ ЗИ y uxor Du NUS Bl], BEF RPM 288 А 
KHM, MAER., 


4,3 等 价 方程 组 的 着 分 桔 式 


从 波动 方程 的 等 价 方程 组 (2.18) 出 发 ， 构 但 各 种 差分 格式 也 
是 适合 的 。 

Vin ШЕ (2,19) 的 等 价差 分 格式 (2.2 的 式 ， 就 是 在 
(2,18) zu HUS EE x 


* 78 * 


{29/01 -адш/дх; 
ӧш/91 = аде/дх 
ШЖ КОЕНУ о, КУЕ Н рах АУА Ж. 

又 如 ，82,1 中 的 L-F #& SAATESSE. за ЯЕ 
gr/hzzi, $2.2:0 89 L- МЫР En. AEREE 
ат/й<21, 

wz Ata Crank-Nicholson 格式 


Uj"-Ut A fia Utt} Ufs- Uf-e Y. 
т «(5 — + 一 - Әз Шы.) 0, 


ой 2 
Ән Ән 


,ошт-а 


1 
at ax 2 


ГАРАЛ, #1181.5, 
Wii p= 1/2FF, WA O PJPL ЕЖ Ж 


9751-97 = q ал - wf antwi a ші, 
T h | 


其 中 ， U = (U,w)7, 和 二 


(2,21) 
wlio mj. | МАЛЫНА ТРЕ i 


T 2h ° 
яи ЖЕНЕ. XES 
| 9% m өрен”, wt. лт tk ()exptio (x - RDI IÇ A. (2,21) 
еН | | 
1—-c*/4 T 


14 ct/4 1+4 | 
@(о,ту=| | ; 

| іс 1—c*/4 

SETIT "dirc*/4 Ыс 


其 中 ， c= 2a——sin T 


G'G 是 单位 阵 ，G 是 UU 矩阵 ， 所 以 由 定理 1,5 的 3° 知 隐 格式 
(2.21) 是 绝对 稳定 的 ， | : | 


. B 


„ОКН С ПОНЕ ЦАГ 1, X 


аатимликтаыж 
TERADI 
o'u/Qi* 一 азд14/Әх%- аЗдін/дуі-0 (a0) 
TH ДИЭ — 28 — [gp 39 BH 20877 ЖЕН 


OU /Ot + AOU /O* + BOU/Oy = 0 (2,22) 
EE, RURU-(v,w,0?, H 
D = би, w= g SU А 2-й---, 
21 gx 
0 -a 0! 0 0 -a 
42 – 2 0 0 | b= 0 0 0 
0 0 0 -g Ü Ü, 


TUI (01) — Е, — ZR [B] ELE ENARA ЖЕ (Н) 
的 差分 方 靶 原则 上 都 可 以 推广 到 两 个 空间 自 变 最 情形 ,， інет 
S peu uds. 
Plin L-W д. Юж BEEN 
OU /Bt = — 497/9х – Baur /à y, ` 
Ə*U/Ətt = - 49090790) /8x — BOU Ot) /Əy 
= A! g'U /8x*+ (АВ + BAGU /дхдУ 
+ B'o'u/ay*, 
所 以 有 
Ux y+ EU (x,y, t) -т(490/әх BOU /OY) 


+ - САЗӘНУ/Әхі + (AB + BA)Ə 'U /8x8y 


+ B*g^U/Qy + O (т), 
X БА Н КЕН НА ЕН, r-r/A, 
ТШЕ Uii Ta Uu Us TyU = Uin 
T'U = U1 
Mitt L-W AA 
TSE 


тї = LU iis | | ‚ (2,2%) 
其 中 差分 算 子 


L |= £ — z) + B(T- Гу) 


ES + — 


2 r LAT = 215 Ta) + ВСУ ГУТ 


+ + IB + BA) (T, -TIÐ (Ty Ту], 


用 Fourier 4r A n EBA, 35 4808 BE Ж 对 ЖОН ЕТ» 
L-W 格式 (2.23) 的 稳定 性 条 件 是 кр( 4) <1/2 B ro (B) «1/2. 
这 比 一 维 情 形 L-W 格式 ( 见 $1.3) 的 稳定 性 条 件 rp GO «1 SER 
Ape, . 

{ШЫН (2.22) 的 分 裂 算 法 研 究 也 是 极 有 意义 的 ， 
1968 年 Strang 提 让 一 种 分 裂 算 法 ， 现 介绍 如 下 : 


Strang LIEF. Tw UP? = L OG 74 FE 


Rr, ғ-т/й, 

L, (z) -Li( rn ri( 5 ) (2,20 
I =F- L PATa- TID recien 
(09 =I- эВ. TID 3 1 BAT 2E ату), 


“> 该 不 格式 通 近 (2,22) 式 且 是 二 阶 精度 的 . 事实 上 ， 因 为 
ДЯ LG ES EI 
x — — 7, 2 ө? 
L (т) = I-A. € A ETIN 
41 


Yiri 二 (890 ,Tp D 
І? (T) = I— rB Sy t-a Н ауз 


* 22 


НІ-МЕЛКЕСЕТЕДЕ,9, БИЕСІН; X 
E 29 24 U G6, ЕУІ, 有 


uui DL БӨЛЕ Cx) 


-(1---4-%% a Ca BS y ag) 
n PES 
-U (4-00 + в.) 

pem SU + gi eU «ocn 


ЖІ Strang 可 裂 格式 是 二 阶 精 度 的 显 格式 。，，. 
Strang 格式 的 稳定 性 分 析 也 是 容易 ". ЖӘЕ, жас. 


CFICSPEFCPECSE:! Gx(- 了 -分 别 是 差分 算 ЎР. LIM Lin 
和 L1( —— JBI Нн т СЕЮ), 则 有 | 
еі, (1 utes i he- 


ХЫ L-W 格式 算 于 工 (t) PM rp ( A)=1 HF е PS, H # 
IG. cop, Вт згө рз |6. (lei эң 
ғо‹В)=<1 FF8S8 ІСУ (70 1; BE, raldi Hro BS Ы, 
Strang 格式 稳定 。 | 


strang ДЕЛЕ 6 СЕЕ — SEE RS L. WAR (223) 
的 稳定 性 条 件 放 宽 了 许多 ， 55M Strang 格式 (2,24) n] 4225 


4 85344 


mB—EEBACKAE. SERVI PE RI: E 都 很 小 ， 所 以 Strang 
uf Zo НАУ. 


$5 ”毛线 性 双 曲 型 方程 (组 ;的 着 分 方法 


拟 线 性 双 曲 型 方程 组 在 窗 气 动力 学 、 河 炬 不 稳定 流 、 非 线性 
性 力学 及 松 艇 介质 力学 等 不 少 方面 都 会 直到 ， 它 有 重 更 的 应 用 
价值 。 因 此 ， 几 十 年 来 这 类 方程 的 理论 研究 和 数值 方法 研究 部 一 
直 售 爱人 们 重视 ， 至 今 ， 新 的 方法 和 技巧 仍 在 不 断 出 现 ， | 
对 氢 线 性 方程 Жі, MERAS. ЧЕЛ ЕЕ 
都 充分 光滑 ， 也 可 能 出 现在 某 些 局 部 区 域内 解 不 唯一 或 解 沿 特征 
БАУЫР, ХЕМБЕЗЕ ОННАН. ЫШТ BENE 
连续 到 间断 的 转化 ， 空 气动 力学 中 存在 的 激 波 就 是 这 种 情形 、 有 
关 阅 断 解 的 差分 方法 将 在 $6 中 介绍 ， 本 节 只 讨论 连续 解 的 差分 方 


法 ， 
5,1 特征 线 方法 


与 线 姓 方程 一 样 ， 由 所 线性 方程 所 决定 的 波 也 是 沿 特征 线 伟 
揪 的 ,在 某 点 初 什 存在 某 种 扰动 时 ， 这 种 抗 动 波 就 沿 着 特征 线 传 
播 ， 这 就 是 说 ， 特 征 线 就 是 受 近 动 区 域 和 未 受 扰 动 区 域 的 解 的 分 
界线 .特别 地 ;如果 扰 动人 乙 方程 解 中 的 最 高 阶 导数 有 第 二 类 间 
ғ, женизжінея, ОРАР ИТК, Питт 
就 是 特征 线 。 刹 用 这 一 特征 理论 ,我 们 可 以 确定 特征 线 的 表达 式 ， 

Plin, Е-Е BOTULER ME Ін 
B (x ,tF,U GU /8f 4 A HN OU /Ox = C(Xx,t,U), (2.25) 
iof BEER, ЖА ЕО х2 Б , U IC 362 x 1 阶 
BEBE, 它们 的 元 素 都 与 过 有 关 。 

解 巡 的 全 微分 表达 式 是 

U.dx +U dt = dU, (2.26) 
因 (2.25) 和 (2,26) 式 在 特征 线 上 都 成 立 ， 而 且 由 这 再 式 联 立 的 方 
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祷 组 并 不 能 在 特征 线 GERA Е-Е EU MUo MUA 
数 阵 行列 式 为 零 (CTramer 法 则 )， 这 样 就 能 确定 出 特征 线 的 方向 
场 和 和解 在 符 征 线 上 的 微分 关系 。 
其 体 地 ， (2,25) 和 (2.3 的 式 的 联 立 方程 式 为 
^b, itae Duy + GMs + ац, -С|, 


| Drita, + Coatier 543141, 54,4, = Css 


| іи, + 4и, = du, | 92,27) 
| бін), + dxtüu,, = du, 

B (2.20) &8938 844215, M| o |+, mum 
b,,— M, ~AG 
| о (2-2). (2,28) 


BITES b.) — AG; 
这 是 关于 4 的 二 次 方程 ， 它 应 有 两 个 互 异 实 根 〈《 记 为 4 M М), 
这 和 定 由 方程 组 的 双 机 型 本 质 所 诀 定 的 ， 

由 {2,27) 式 的 茶 个 增 广 算 阵 的 行列 式 为 零 ， 例 如 

dt ds С), D; 
Чә, 05 Со б, 
к dx 0 du, 0 

| | 0 dx du, di 

对 此 行列 式 按 最 后 一 行 展开 ， 就 有 
(4 | А] + E)du,+ |F |du, + 1 M|dx + ( N |dt- 0, i=1,2 ' 


=ü, 


i, 4); o bs 44 
FILI та | | 
бу, Qy b, 4, 
ЖР аі; бі) із €, 
|E |= | М | = = 
| 5. Gas | с. 54 |? ім Ga С) 
(2.29) 


(2,28) 式 反映 了 特征 线 方向 场 ，(2,29) 式 则 反映 了 解 沿 特征 
线 的 微分 次 系 。 

一 “ 初 值 问题 的 特征 线 方法 

为 保证 初 值 问题 的 适 定 性 ， 设 官 值 线 的 蕊 线 与 特征 比方 癌 不 
问 ， 

ЖЕЖ DC RIN FER DAL ER (ҰНЫ ЯП (ў), BANA 
ЖЕЛІНЕ» 3 GNE 和 seisu or WME 2,8 
a), xb (x5. UD дд} ҖЕ гала КЛ 0€ $24 911.0 点 料 率 小 
ӘЛЕ RTF ҒА — 般 不 能 准确 知道 ， 可 由 (2.28》 
式 .的 离散 方程 组 

人 = A 

Htl- Ji. = M (xŠ EE EEEE TANTER I ETTE (хрр), 

(2.30) 
解 得 (< 入 给 + 日 并 作为 特征 线 交 点 的 近似 信 ， 再 将 (2.29) 式 也 
H Euler 折线 法 离散 : — 
Сара, ED QOIS абы ЕЕ -uian 
t Mj(xitt- xt) t NGi'-1 )-0, | 

(AŠ ‚АА + E; (ui — аза) УРАСА B ТҮЛИ. 
Ë *tMyuQ,QST x, 0 + NL T 1. ) =0, 
SE IR (51,79 Я ӘН uhi 和 uA, EAH usus 
AT ЖЕЗ БТ PA G5 tO ARREA R GE dL, Areas Ep as Ғы» 
Mira ЖІ Ма EXE T Ое], HO МИНАТИ И, 这 些 
行列 式 霄 示 在 人 .2 的 式 中 。 

因此 ， 如 图 2,24) Б к, 在 知道 第 大 层 上 书 点 近似 解 的 情况 
下 ， 可 用 公式 (2,30) 8,31 ИТР H 第 有 +1 层 .上 的 节点 
近 依 和 解 ， 直 至 初 值 线 上 部 决定 域 中 解 的 近似 值 全 部 求 出 。 同 样 也 
可 求 贞 初 值 线 下 部 的 决定 域 中 的 节 虚 近似 解 。 

显然 ， 上述 建立 在 Euler 折线 法 基础 上 的 特征 线 法 是 比较 粗 
ВАУ, ХЕДХЖК ул OR (ED IS (mh a GLO 处 的 


8б ° 


(2,41) 


LI 
am 


NM 


特征 线 的 交 点， 而 且 ЧА! ЯШ ч! ЖОШ 过 一 阶 精度 的 差分 格式 
得 到 的 。 因 此 ， 有 必要 修正 计算 过 程 ， 以 便 提高 数值 解 精度 ， 修 
EH ReH ЕР: 


) 
(pira түзі; 


特征 线 交 点 


LH 一 上 十 
(xj "Іі; 


(xt, 1%) Сх) ir; HN 


b) 


第 一 步 ， 用 公式 (2,40) 和 (2.31) 计算 x. ыы аһ. 
uM). Mas Mas APUL ART! 的 数值 。 

PO, ERED ЕЛІНДЕ ЗЕҢ. АҢ m Ob TIO 
/2(4 21,2) 并 用 Д1: 代替 (2.30) 式 的 种 1(i=1,2)， 从 而 算出 畦 
ДЕДЕ ЛАНЫ ЕК (9; °',2}'1), mE 

Жі», НІЛ (іс1,20. к}! ЖЕН А (2.305, PUN 
近似 解 修 正 值 HAS (i= 1.2). .. 

”显然 经 修正 后 的 (87! 于 ' 比 (x4+1, pt) RRENEN, 
参见 图 2,86) 。 如 果 有 必要 ， 还 可 用 上 述 办 法 继续 修正 。 一 般 地 ， 
改进 两 次 就 可 以 了 ， 

一 Goursat (ШЕ 

在 点 4 发 出 的 两 条 特征 线 4C 和 4B LARRE, RHE 
此 边 值 条 件 的 方程 组 (2.26) 的 解 。 这 就 是 Coursat jp ИЕ. ў 图 
2.987, Goursat 问题 的 决定 城 是 ABCD 曲 四 边 形 ， 

用 特征 线 法 解 Goursat 问题 的 过 程 如 下 
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Me | A “4” Xn 657 ЖШ “ОЛАРДАҒЫ, Ену 3 和 
“107 求 出 #11” EE ESTNE, Е BE ВЖ “1.” KIR “14” 
处 的 近似 解 。 然 后 ， 将 点 “5”. "10". “11”, "a2" 和 “13” 处 的 
近似 解 作为 初 值 ， 又 可 计算 出 另 一 排 近 侯 解 。 如 此 下 去 ， 直 至 最 
ЖШ ABCD 曲 四 述 形 上 的 全 部 节点 近似 解 。 

E 温 含 边 值 问题 的 特征 吉方 法 

Ж СЄ =1(x, |09 Г, 20) 上 求 (2.25) 式 的 解 避 ， 满 足 
初始 条 件 和 适当 的 边 值 条 件 ， 使 解 存 在 唯一 ， 这 就 是 扫 合 问题 ， 
如 何 给 定 边 值 条 件 才 是 恰当 的 ， 这 里 上 只 作 一 些 启发 性 的 分 析 ， 严 
格 的 论证 参见 [2]、[3]， ии 

为 简明 起 见 ， 设 = (u,9, А = д6), а= AO, Н.А 
Hb А Ж СШДЕ E, WAIE 沿 特征 线 传 播 的 本 质 ， 见 知 当 
特征 线 从 左边 界 进入 局 到 达 右 边界 巨 点 时 ， 巨 点 处 的 秆 与 左边 什 
有 关 ， 与 右边 值 无 关 ， 据 此 道理 推 知 ; типа ен 
值 条 件 : | : | 
(1) 344,—704AHB, Ifl PER u(0,0 =u (D, v, 0 
二 (43; ` | 

(2) 234 4,024.70 RF, ZERP w(0,0 -u,C(D,v(0, D 


+ 88 = 


= 0, (Ф); 

(3) 325200), ізің 3 ФЕМ 20 u(i, P = u,(Ë), 9 (1,3) 
=u, (1), 

ПЖ 2,10 j, МЕЙДІ ЕМЕН ТЕР ahir, Ж 
Б БЕІН Нн ЯН asid шайды 当然 包 


JF С 利 BC 上 的 市 点 数值 解 ， 
ВЖК G: 和 Cs 上 的 数值 解 ， 现 

以 Gi 区域 为 例 ， 利 用 点 “2» 和 

457 ЖЩ “6” ЖЕСІН, ЖШ 

i» 和 4p ok H ат» #F 的 HUE 

AR, e 


在 获得 CDR CE ЕКНІН 
似 解 后 ， 即 可 用 Goursat 问题 的 
特征 线 法 求 出 с, 上 的 全 部 数 借 解 . 
最 后 可 求 出 整个 决定 城 [ AB]x [0， 
TIERE. : 


5.2 特征 半分 格式 ало. 


лана лаи або, ЫЛАН 
用 于 解 的 光滑 情形 ， 而 且 当 解 出 现 [н] PE {ЛЕВЕ ЖЕШИНЕ ШЕЕ 
9. 


因 特 征 差分 格式 需要 考 由 特征 线 走向 和 CFL 条件， 所 以 考 
BIA RR 
| OU /3t+ A(U)8U/0x = C (U) (2,32) 
的 特征 差分 格式 时 ， 必 须 先 确定 方程 (2.32) 的 特征 关系 ， 然后 再 
їй ЖЕРЕ DER, | | 
因为 方程 (2.32) 是 双 曲 型 的 ， Hx n x мем да. п АЕ 
FRK KHOE (B , АЛЕ СЕНТ EPERE Li dl, 
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113, іс 1], +=, n, tE fiji a= uL’, A = dx ¿dt pk Ху. 1х E, A ES 
找 出 L', HERC 32) АМ, Н 
ө /Ot + Л! ДӘ /Ox = L'C, Ізі,--.Н, 
成 
Sh) ee ы 


OF 


或 кп 
D (S) Ege == n r RRENA. 


(3.33) 式 称 为 特征 关系 式 ， 它 表明 特征 线 上 解 的 微分 关系 是 
一 个 常 微分 方程 组 。 d— 
(2,33) RS] ЙЕСІН A, dE A НН Яй, шылы 
EREZD: 
(жасы. ub T ТЕ Бы, 
4 (u$, , 483-1078, H Al. 2205, 
mi "lu: жа 784, PFET 当 ATO], 
其 中 IER uku. МәЖже DIERO, зэ XA 4015. Us. М 
о, ТЕ Ong, ОЛЕН. 

| EROR O HRS AET DA M, MULA 
ЕСЕ, ЖЕ» ЮЖ 


— ust B т/йчд1/ тах |да, 


(2,34) 


值得 注意 的 是 ， 拟 线性 差分 格式 的 稳定 竹 讨 论 较 复杂 ， 而 县 
Lax 等 价 定 理 此 时 不 成 立 ， 上 式 只 县 仿照 冻结 系数 法 的 结果 ， 它 
并 非 是 严格 的 稳定 体 充 分 条 件 、 
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类 。 一 类 间断 是 ， 解 本 身 连 续 ， 但 它 的 导数 间断 ， 这 类 间断 称 为 
蚤 间断。 例如 芒 体 力学 中 玫 疏 疲 的 旋 头 束 是 一 种 弱 癌 断 。 吉 间断 
情形 的 差分 方 玻 已 在 85.1! 申 讨论 过 。 另 一 类 间断 是 解 本 身 何 断 ， 
称 汶 强 间 杨 。 调 如 洒 击 波 等 就 是 强 间 断 。 解 的 这 些 间断 特性 是 驱 
曲 型 方程 {组 ) 有 区别 于 藉 它 类 型 方程 组) 的 久 一 个 音 要 特 人 性。 对 于 
ЖЕ] 22475 Жы ЁН) 各 抛物 型 方程 ЖЕ, ЫЖ НЕН 
件 出 更 间 用 情形， 但 是 在 离开 间 肠 发 生 点 的 区 域内 部 不 远 处 ， 这 
МА ЭБ ЖЕЛЕ ІН АНУ ЛЕН ЖЕТ. ЖЕП ОҒЫ CH) 
УЕ WE IB EI СІН, ЖЛ ДЕ ТЕЛЕТ А aa ЫЛЕ ЛЕ Ж 
РТ. Яга ы ж ОЛ ЖЕ (2,3002 ЗУ F Xd ( (2 7) sÉ 
К (2. 1458) Жі, Х— ЕРНИН, нам 
S RIT ӨН. .. 

对 于 拟 线性 双 曲 型 方程 (组 ) (2. 25) 起 来 说 ， — 
更 为 突出 和 复杂 =。 ЖЕРЕБЕ ЕЕЕ e BEIDE SE IX 
BRUN (2,25) АПИЙ ЖИ РЕ BOO. ad GG ТОРС Og 
ЕКЕ ЖЕНЕ 2: GSERÉEBUIBIND; ТІНЕ ER B, f DD 

AG, T, UYR C (x, t, UV TBI эс Ж РН ЕН ЗЕ, E 

НЕТКЕ (2,25) {т RERE, CERE ЕРЕЖЕ 
( 面 ) 间断， 甚至 可 能 出 现在 某 些 局 部 区 域内 5 不 叭 二 存在 的 精 
E. . 
PRERANE 


| 1 ди ru u -0 (>h — oo x < ro», 


их, 0 - - e (x) (—co< x< +оо), 


其 特征 线 方 向 汶 dx/dt-u(x,D, ЖЕТЕН F AZ ЗЕ =. 
бз/д4і-0, BUARI ERIE ЕЕЕ. 15,0 点 的 特征 线 方程 是 


X—=Xx tuU f= +з (ху? 
者 初始 条 件 分 别 取 为 
a 0] + 


1, x; -1, X >is 
vir) = vU ж) -1 
( ) СҮ х= 0, 5 1, х<-0, " 


ШЕЛ ЕНЕ ЕЕЕ UE 42,119) 112,110) PU, ХЕ 


a) 5) 
2,11 ! 
D. RIO. 部 分 ， 解 是 唯一 的 ， 在 n. 部 分 无 经 典 解 或 解 不 唯一 ; 
0-5 а. Ка. Уа, ВЕ ЕЯ, Т 都 是 解 的 间断 
8. | 
FREE SK EH Ж УЫ np vui e LSE I.E Ж-Е 
ATARFE ER Tu H T Y Hi L b W КНЕ 
线 传 播 这 一 特点 所 至 。 底 使 初 值 函 数 充分 光滑 ， 也 会 出 更 圭 征 线 
糙 交 或 不 相交 的 区 域 。 例 如 初 值 问题 MEN 
| Ж 


T 8 


ĝu ou = .一 — 
231 Ta 2% 0, ч(х,0) | th 


еў е-> 
的 初 信函 数 ( thy = -gz 二 a-=y ) 充 分 光滑 ， 但 是 该 问题 的 光滑 解 仅 
M сре 时 局 部 大 在 。 事 实 上 ， 由 于 特征 线 方 向 -9 | - 


u(x,D]l,..-uU(x,0, ШЕСІ (x 0) 和 (-хә ОЙМЕН 
分 出 为 


Хх ‚ x . 
Etx, Hl x= th. -x 
2E 0 2E 9 


这 两 条 特征 线 相交 于 P(o, халһ 


x= -th 


1 


Ха. )， 这 表明 4 在 卫 点 处 有 了 两 


„” 02 • 


个 值 = 十 也 -39-， 因 而 出 现 多 值 狂 ， 当 *o->0 时 ， 用 罗 必 达 法 


REALA PTA (0, 26) ， 所 以 单 值 的 光滑 解 仅 У 07 2де Bf 
局 部 存在 ， 而 当 t222e 时 ， 由 于 多 信任 而 出 现 问 断 。 
所 线性 双 曲 型 方程 的 解 存 在 着 复杂 的 间断 情形 ， 这 不 仅 是 理 
论 研 究 的 对 象 ， 而 且 也 是 实际 问题 中 极 需 重 视 的 普遍 问题 。 例 
如 ，Courant 等 人 早 在 1948 年 就 详细 分 析 了 一 维 等 炳 访 ， 他 们 
在 一 个 无 限 长 的 绝热 管内 充满 气体 ， 管 的 左 端 用 活塞 封 住 ， 活 塞 
在 时 刻 #=0 从 点 #=0 击 静止 开始 并 以 小 的 正如 速度 连续 地 疝 管 
内 移动 ， 活 密 的 运动 规律 是 x= 互 (有 。 此 问题 的 数学 模型 是 一 
维 等 精 流 动 问题 
н ат 

FED + p E 

н(х,0) = Ho (Xs 

p (x, 0) =p (X), 


d x= X (t) 


' Да _ x 
图 2 12 


其 中 ，4 表示 气体 流动 速度 ，P 表示 气体 密度 ，a= etp) 是 声速 。 
因为 在 任何 时 刻 + ， 活 塞 处 的 气体 运动 速度 等 于 活 密 的 速度 ， 即 


+0 a 


4= -> ， 求 解 区 域 就 是 图 2.12 中 记 示 的 x=X (四 曲线 和 轴 所 


围 成 的 区 域 ， 此 时 有 有 两 个 特征 dx/dt = w 土 a。 在 给 定 的 条 件 下 ， 
洛 求解 区 域 的 边界 线 有 两 族 特征 线 (直线)， 它 们 形成 一 个 有 尖 点 
的 色 络 ， 而 且 在 包 结 国 成 的 区 域内 ， 通 过 每 点 有 三 条 (而 不 是 一 
条 ) 特征 线 。 这 说 明 解 沿 包 络 间 浙 ， 且 在 包 络 线 转 成 的 区 域内 部 
和 解 是 不 唯一 的 。 这 一 实验 表明 ， 经 过 一 段 时 间 后 ， 流 动 中 就 产生 
了 一 个 不 连续 的 扰动 ， 这 种 激 震 现象 称 作 激 波 。 激 波 在 流动 ( 特 
别 是 高 速 流动 ) 的 理论 中 是 非常 重要 的 。Courant 等 人 的 这 一 实 
验 对 于 流体 力学 中 的 许多 问题 都 是 有 典型 意义 的 。 ”| 

因此 ， 为 了 研究 冯 昌 型 方程 (组 ) 的 间断 解 ， 需 要 从 理论 和 实 
践 两 个 方面 研究 下 面 儿 个 问题 。 

(1) ТЕН» ЕО ЖЕТЖ ИШЕ x, 
方程 的 各 阶 偏 导数 可 能 不 再 连续 ， 所 以 有 必要 把 经 典 解 的 意义 可 
以 推广 而 研究 广义 解 (m). | 

(2) 在 实际 间 题 中 广 尺 解 应 该 是 唯一 存在 的 ， 这 种 解 称 为 畏 
理解 ， 因 此 物理 解 应 得 到 合理 的 数学 撕 述 。 — 

O 研究 物理 解 所 具有 的 数学 性 质 ， 这 方面 的 理论 研究 将 对 
数值 求解 双 曲 型 间 题 有 指导 意义 ， 

(4) 间 呈 解 的 闻 断 位 置 很 玲 确 定 ， 因 此 有 必要 研究 和 构造 各 
种 通用 的 差分 格式 ， 称 为 一 致 整 分 格式 ， 使 用 这 种 差分 格式 不 用 
硕 及 特征 线 的 走向 ， 也 天 用 磊 及 解 的 间断 位 置 ， 差 分 钥 能 同时 有 
效 地 描述 光滑 解 和 间断 解 ， 

(5) 研究 一 致 差分 格式 对 间断 解 的 逼近 效果 。， 

(6) 研究 一 致 族 分 格式 的 收 伍 性. | 

本 节 将 从 这 6 Ља ORG Se susta E йа 


ди OF (uy _ _ 
эт t x = 0, (Xx P C Rx (0,T'i= D (2,354) 


和 守恒 型 双 曲 方程 型 
ЕКТІ? 


ШАКТА (2,356) 
МЕУ. BH U (x, #) = (H (X 1) H [X f) uem, u, (x t)r, 
E ХХ 2875 BE GH) ШЕТ fe SEE E, БЕРЕН АНЕ W BS, 
Zi4 (0,850) AF (U) /0U = АЧ), Бай AG) E Jacobi 
FE, ШАЯН ЕЖ О, шомады Уһ, 
(2,350) KE, (2,355) 式 的 特殊 情形 ， 


6,1 广义 解 、 物 理解 和 炉 条 件 
| ЖЕНЕ ЖЕУ EE (2.350) 讨论 广义 解 的 定义 。 大 家 
知道 ， Green 公式 | 


f r sE asas | (fandrz-udx), DÖD 
FS д Da | | 


把 区 域 积分 化 为 边界 积分 使 得 方程 G, 35) SERS 36 TE. 性 要 求 变 
55. ЯТЫ, МШЕ Отеетде таб АЕ, MAAG reen 
ЭЭА ЕЛЕНЕ. 

+ XX 1 ЗЛ о, р 称 为 方程 (2.350) 在 定 解 区 
Жр ЕР а), ARNE ERAR D, 都 xr 
SB RARR г, ES. 


| [Í (f (u) dt — нах) ад, . . (2,86) 


TA REEE EE Th UU ES. ARAI 
Ee LAAR B> uec 时 ， 广义 解 和 古典 解 
—. 

ДЫР ИЕСІ БШШ QURE EDD ИЛЕДЕН КЕР 
的 变化 规律 的 .为 此 ， 设 7Y， x= x(0J ІШІНЕ, H Er 
滑 闭 曲线 Г 围 成 的 区 起 万 ,UPD, 包含 着 7 ， 为 简单 起见 ， Жр, 
UD; 是 以 了 EY 108181, Г EBI, &Ш 2.13. 

Tiu. T u и У ИН W 25 F BJ ED y 的 极限 ， 


* 85 * 


Hib D, Шола 2 
HET Y- ЖІР НІҢ Green ЯП 
(2.30) WE] 


| (f (u d£ -u dx) 
у- 
=f (Oro di- u dx), 
Ға 
从 而 有 


SQ fO fu) 
di у, ~u. T 
ЕА ВО ИТЕ Ж, РЕВЕ ЯРЬ. ЖИРЕН 
MAR 15 5 ЛЕ > Вапкіпе-Нидопіо к ФЕ. HI 
РРС) 可 表示 流量 或 能 量 ， 因 此 间断 关系 (2.37) 式 30 明 ， 解 发 
生 间 断 时 ， 流 量 或 能 量 将 发 生 激 副 变 化 ， 其 变化 率 ( 间 新 速度 ) HI 
ТІНІ £2 81 3E p5 48036. 
EXE SRL ИЫҒЫ ШЫНЫН w 1 S985 —7 
ХЕМ. 
定义 2 УКЖ Ж u, D E h g, Bu ТЕГО 
(2,350), 而 在 #(*, 科 的 间断 线 ¥Y 上 满足 解 8 RR о. $n 
式 ， 称 这 样 的 解 их, Ж Р УЙ. 
也 可 用 下 面 办 法 定义 广义 解 саатта 
ХИН УМ), ШАЙБА Ф(х,Ы ЗЕ (2.350 B4 15 НЯН 2, 
就 有 


(2.37) 


д] 


= ІШЕЛЕТЕ - Е TT 


T 
шш + ü — ev == 
+} гуезїгат {7-2% ака: = 0, 


.96» 


为 了 能 同时 描述 区 域内 部 和 初 值 线 上 的 人 情形， ARERR, Р) 
由 两 种 类 型 的 消 数 构成 。 第 一 类 ; o ERAREMA T H 1 PH 
&, ШІ Фох, РЭК, РЕР {包括 区 域 必 的 边界 Әр 
Ета, КЕЛЕ РАЈ, ХЕЈР Е Н E, ЛІ. 
X Fe, БАЯИЯЕНАГ x WE ZE DQ hh D PN Er WA JE BJ 2 Ж 


ov vit _ 
NIE öt +f дх [4хйт=о, УФЕЕ,. (2,28) 


第 二 类 Ф(х,ї) ЖЕ, EER TD H 5 ar) 上 除了 和 і-0 
RSJ — ВИМЕ, іш НЕ КУЕ, ША Е,СЕ, 
这 样 ，. 上 述 积分 就 能 描述 在 区 域内 部 连同 初 值 线 上 微分 方程 解 所 


满足 的 关系 
NIL ц + 0% | ахағ- [70,0 u(,0 dx =, 
ve cg. (2.39) 


这 样 ， 我 们 可 作出 广 尺 和 解 的 另 一 定义 。 

定 š 着 (2.38) 式 和 (2.39) 式 成 立 ， 则 称 ur (x Р) 是 方程 
(2,35a) Е SURG SF u(x,01, = нбх, 0) Ду Cauchy Ы 
м. 

可 以 证 明定 义 1 、 定 义 2 和 定义 3 是 等 价 的 ， 为 此 只 要 证 明 
定义 2 与 定义 3 等 价 就 行 了 。 

这 总 中 含有 一 条 间断 线 7: x-x(0D, ЮП 2,130 л; Ши 
E D.) D, 中 连续 可 徽 ， 则 由 (2.38) 式 可 得 到 (3.35og 式 ， 且 


有 
ЖС ra *j—x Өт) ахї 


92.) ааг +) (и Eaa +f -E Mxdt 


a 


= n (нах — fdtyq- m (ud x 一 fdi)9 
" 97 + 


- -| іч-ах-РаозағіФ 
-| [u бх ~ fiu.) dte 


= | Fu, -u dx- (бн) ~ f (u_))dtJe - 0, 


ҮФЄ Е,. 

这 样 由 定义 3 就 推 得 ， 在 间断 线 上 解 满足 间断 条 件 (2,37),。 如 果 

DER wx ,六 的 几 条 间断 线 ， 也 可 用 英 似 的 办 六 准 得 这 一 一 结果 ， 
НІ, НОЧИ E V З. 

БВ Y= ЖУ V ЛЕУ, ТАЕ а (rs. 但 需要 

指出 的 是 ;i 这 样 定义 的 广义 解 是 不 唯一 的 ， 例 如 对 Cauchy 


Exil хс (~ оо, + SO) ,1077D, 


t x ， 
| 0) 全 | х® 0, 
"ЖЕ ч = 
< i 1, x, 
a 7 ta- Xx d, k. 
u(x,t) xi -1<—< 


7-22? 
| 1, — Xf. 


作为 连续 的 广义 和 解 ， 也 可 以 构造 (le| c 


| й--і 
— 1 x ~ f 
| , < z h 
а-1 
а, -- су ! f= x<-0, 
t (x, = 
| Ў 
| 
1-48 

| LEBEN 


« ОВ. + 


ADAERO. ЕВО RERA AREA. Я 
Ж, ЖЖБЖ ЕЕЕ ИЯ A EE DR IR НЕ BR, ХР 
理解 ， 物 理解 是 符合 实际 物理 过 程 的 ， 因 此 研究 物理 解 是 研究 守 
恒 型 双 曲 方程 (组 ) 甘 分 方法 的 核心 问题 , 

现 已 证 明 ， 满 足 痛 条 件 的 广义 解 是 玲 一 的 ， 即 是 物理 解 ， 为 
简单 起见 ， 现 就 一 维 守 恒 型 双 曲 方程 的 物理 解 胜 述 之 ， 

设 u (х,у ДЕЕ ӘЖ 1220 下 法 平面 的 ， 它 是 除了 在 有 限 条 光 
滑 曲线 上 间断 外 的 连 线 可 微 现 数 。 将 这 样 的 函数 集合 记 作 友 ， 

定理 2.1 FERRAN (2.356) 满足 初始 条 件 ч(х,0) = 
u (x) ( — соса + eo ROT SOR Gn D АЕ Жы у 


————-— P — —— 


н. W ` ой, — н. 
ара) l ' | 
и, — to А Үшет, (2.40) 
AUBI-Qnin(u.,u,), max(u.,w, D, BJ X ЖИГ УЖ ТЕҢ 
26 KHERI. 


ЖАҚ (2.40) RON SR PE, HOE 表示 .， 

证 明 为 了 简单 起 网 ， 我 们 只 就 初 值 v(x) 是 具有 紧 致 支 集 
的 有 界 函 数 和 广义 解 也 是 有 界 的 情况 进行 讨论 。 设 v(x) 的 支 集 
BAER- x: x J tH, SS BEES 55.26 M BU | 

а(х, M,. 
4 sup | 一 -生生 -| = 4， 于 是 对 任意 的 £90, ucc o fE25 x do 
孙 数 也 是 具有 紧 致 支 集 的 活 数 ,其 支 集 包 合 在 区 间 F - (> 4D, 
x + ud ÉTAT Н, 
‚Вих, D) Жи, ЕРК, 它们 都 是 六 程 2.350) 

Cauchy 问题 的 两 个 弱 解 ， MANTERE d £ L. Шы 
看 成 是 1 的 函数 ， 记 为 


H GQ) = lu — wi, - [^ Ju (x,t) — wtx,D | dx, 


. 99 • 


BRA H(Q020, В) 220, ЕЖ НХЫНЦИЯ, 
Ни) = 5 (— p|” taco — w(x,i)]dx 


的 形式 ， 其 中 < = y, G) REESE x= — x, = Аі, x= yu(t) XR 
HA х= x + Abt, Hü x= y, (t (m= 1,2, e M — ЫНАН -Е 
HH£E, ЖЖ u(x.D we, DIE y, (D HAMRE, PD y, OO) 
«Xx ya (t) H 
(00 шж, к, |= С Габ, D - w(x,t) 1. 
2r Abe ЕРИНЕ: 
(1) ЖУ. (9 E uix, DAL w Gc, ЗЕЕ АО. 这 时 看 ! 
U Yalt = ш (Уу (Р) t) 3 
(2) XE Yalu D 间断 而 证 人 连续。 仍然 用 ч. 
жз, 分 别 表 示 2 ТЕ [ЇН] КТА АРУ АНЫН, ХАМ УЖЕ 
情 襄 ， | 
(Qu. >ш —>и,, т A SMS 
(btt, >w >H., m М, 
ШТ x= y, (O A u (x HRR, BrUÀ— s= 
c dy, _ Ju) ри) 
. dt ч-н . 
(至 于 其 它 情况 ， 例如 在 Ya E ux, Р) исх, Р) 都 间断 等 等 , 
都 可 仿照 讨论 (3) 的 方法 加 以 证 明 ) 。 
”现在 要 求 出 如 (四 对 ft 的 导数 ， 
-1 Jmat? 
' T CA 2 D" Yat | 
Нил е ЕСЕК, MAE У, DELY M Z BJR H. 
ЧНЕНЯНЖ Т БІТ». BERRES С << y, (ӨСІН, 
ú # x= z(D. „КЇН Т, ТЕЗ ЕН н ЕЕН ғы uh из, Іш 8 
定 是 连续 的 。 那 么 


а Ут) 
di Јун) 


(t — ш) dx. 


(u — wy dx 
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а 214) Y wat РЭ 
--Ц (u — ш) ах +Í (а-ш)4х| 
Ymir) гій! 


_ #( 1) д 5 [UT д _ 
JM at (u- w)dx + zit) dr a) dx 


Xe Fali? 
- (ut и?) dz 
T = 
x"Ymül? di 


_ лез _ A _ 
3l ТАНЫ f (w) Ys 


mil) 


Kem à d 
3x5 (Ч fiw) dx 


git 


Tu 一 ш) 0. 


dt 


“Ую, Ë) 

Ж каз _ (ut — ut) dz 
* шы 

x= mil) di 


= - [e 一 fiw) ” Сн - Eso 


x = Y kl Ë) 


dz 
аш” 


ЛЕН Жр ш £y. x» Z BJ ЕЛІНІНШІТ , 总 
有 o | 


+ f (uy) — f (u2) — (u — u!) 


m E | н _ dx кш рун, ЁЛ 
d: = 2 1 (ға J (e) B (u 一 w) di n 
M. _ = dx 
= 之 1) (ға f) (u o]... n! 
dx 
«Га fo) (u= w) di КЕШ 
<> 


OPON _ fiL dx 
"PLEQED ІН f ow) (ч 222 NN 
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+[/ ш) - £a» - (ш- w) Ab aed 


хы (1), BF Ha DD = (у. D’ D, КОНТ! J.-0, 
在 讨论 情形 (2) 之 前 ， 先 将 ys 的 形式 变换 成 


J.-C- D?2(94, – | £9 - Len. . feo - f(u.) ] 


и. — Ш u, Ч. 
ОЖ» ЖЕГЕ 
_ fup- flu.) _ fiw- fiu.) 
Ja =(= D"2 Q0 - u.)]- Doi H h 


UST EIE OS, BE; mos SAX, A 
J.-2(w- БАЗА _ fiu) - fiu |, 


д, W H, —t_ 
gy, 
Ja 720. ~ „| Хө - £0). - ашу m de- .) 
Н.- H _ w 一 


对 于 情形 GO, BD т ДЕ, Ж 
7,5268, wf ei (w) | уи) - fu) 1, 


H, 一 t u, — - 
85 | | 
1,-2(ш-и. [tepu ) - 100) ^ш], 
H, —H ш-н. 
ШЖ i à Yr | 
PALPE т бш) f on) 200. ) | 
"TN = -一 ~ 一 一 ии. J Voc г, (2,414) 
RESER 
fu) ра). ўба) foe си) , Ушеі (2,4105) 
Н,- ы. tU H, 
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成 立 ， Wi J,-0. 如 果 对 于 每 一 个 加 ， 当 上 # ЈЕ, EO LIBUS 
个 不 等 式 成 证 ， 则 得 ан/ағсо. MHEN 8 H (0) = 0 可 推 
H H (t) = 007220). 3Х , Е (2, 410)01(2, 4150 BE {ЕТЕ T 4E 
ЖӘӘЕКІШ, P УЖ ТЕ La, REM FEE ÁI, ise (2,410) 
fi (2.415) IEE: MS AE EE (2.40). ГІ 

ТЕЖЙ2,11ИНН: ЖАН ЛЕК {Н Ы УА IM, міл Ж МЕН 
PX HAE. WEERLE, MELE L EEFE 
ЖЕ БЕ КЕҢАРАЛ ТЕРУ, MEEA ХАБ ЕН (0) е, 


ПЕСО ВУ, BE со, Я 


H (Р) е, Ғ>0, 

МЕЕ (OE) 无 论 对 理论 研究 ， 还 是 对 数值 研究 守恒 型 双 井 
方程 来 说 都 是 非常 重 构 的 。 特 别 地 ， 著 广义 解 在 间断 处 适 侣 灶 条 
件 (OE) 中 的 严格 不 等 关系 ， ЫП 

fu) Fw) ~ f(u,) — Рбн.) (ы) ро fn) Fw) 
п. — 1 Р м. — W 
Vu € І, 
HE ЭЕ ТТК ЖЖЖ. u-u. 称 为 71 1. 2E 0111/55 
ARMS FERWER. ЖЕТЕ (QE) 中 的 等 号 对 V € Ig 
еі ЭБ ИНИНИ. 5 T Inge Re RIED IE (ОЕ) 
Е-Е ERN ОН. 

XE (u f (и))з Т 26 Ex dhZE f (н). 8 u, cwu КЕ, (OE) 

可 改写 成 


f Gn) < == = fn) = 2 — ЖАСЫР (3,424) 
IX EGET HER f GOD TE [C [HI I = кектен (u, Fi 和 


(u_,f (u_)) 两 点 的 直线 的 下 面 (参见 图 2,14)。 而 当 и. «сис, 
iF, COE) 可 以 写成 


41%, 


f (0) 251 fis) & Ses f (ns). (2, 425) 


这 表示 曲线 OD ТЕБА] = G2, 上 位 于 连接 (Ufu) 和 
(GL, f 0D) ARDEREA CS B2, 15). 


图 2 14 12,15 


жағын 二 5 102 g RW te ЕЕ, 用 表示 ， 这 


就 是 R-H 206 (2,37) xXx, 它 反映 了 解 的 同 断 处 (激流 处 ) 菜 种 能 
量 f(w) 的 急剧 变化 的 变化 率 。 HEG, 40) 式 左边 令 wu, Ы 
时 在 (2,40) 式 右边 令 ww->y,， 则 得 到 


ЕТ саш". О 
Же J (uy L 2 ВЕН, U EA M DNE: И 线 左边 、 间断 线 


上 和 间断 线 右边 这 种 能 量变 化 率 之 关系 жин 4 = 9/0), 


则 上 式 可 理解 为 间断 线 两 人 出 的 特征 线 都 Ж ЖЕ 间 间 有 断 的 , .不等式 
42,49) 匙 COE) 的 一 个 直接 推论 ， 有 时 也 当 作 和 病 条 件 , 记 作 (CE)， 

| 当 f 二 阶 连续 可 微 并 且 кіні жоғын, NSS ph 
ЖҰЛА. ПЖ)” < 二 0， 这 时 f" (u) 是 单调 减 的 ， .从 (CE) 就 
ЛЕҢ н. <, МЕСЕ Ў (и) 0, ч) 有 曲线 在 wu- ,4,] 上 是 向 上 
CR, KATERA wE, (2.425) RE MODE H 
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а ре (иу «со Н, LE. 

| (ОЕ) (CE) >u. <и,» (ОБ), 
REAGA НО ВАЕ. Шы» MM f" Сш) 20 时 ， 同 样本 
f& DTE H! 

(OB = (СЕ) жы, cu OE, 

ін 88 SE rr BU FEE SIS TIE. 

人 们 还 可 以 用 粘性 消失 法 研究 广义 解 和 物理 解 。 大 家 知道 ， 
油 波 的 产生 与 流体 的 粘性 《内 摩 党) 有 密切 关系 ， 但 (2.860) 式 作 
为 理想 流体 力学 方程 却 忽略 了 分 子 的 摩擦 ， 刚 没有 考虑 精 性 。 一 - 
ТАЕ АХАЛ РЕЛЕ, ЛЕ (2, 35а) xm xit e dk e 0 ПУД 
EN, SEC 06 ААВ FE PA US ЖЕ. " 


i 
2r ži LM veo 820, (2.44) 


显然 ， 当 e->0 Bj, (2.42 ARE SUAE uL HU ІН Bh (2,35) 5 
HJI XAR. SPA. НО, КЕМА УЖ БП EXE УЛЫДА 
义 解 是 否 一 致 ? 它 是 否 能 确定 物理 解 ? ми 
ЕШ 2,2 c4 60 有 时， 如 果 方 程 (2.44) 满足 初始 条 件 
н.(х,0) —-v(x) (2. 45) 
ніш u (x, 0 — gc 58 BL SP RE bk ird 到 分 片 连续 可 微 的 函数 
u(x,0, Mj uiw, DE. 360) E 1870708 PF u(x,0) = u(x) 
的 物理 解 ， 
证 项 SEBAA, оо 是 JE 分 光滑 的 ， 卓 (2 .4 人 
式 和 和 人 {2,45) 式 存在 唯一 连续 可 微 的 和 解 u (x t), 
' ARAH C24 80 PF, u, f (u) S8 Bz $k F uU D ШП 
f сий, 
HEER O(x,DCESEQ.ADSSBIE, HE 10 上 积分 ， | 
就 有 


ĝu gf (u) J 8: а, 
+ + — dxdt=)| . 
J: 2% ар 3x р) ха: E Ax dx dt, 
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Еа, 连续 可 徽 ， 所 以 将 左边 改写 后 上 式 变 为 


|... -人 IDE A tf. ) P СЕРІ 


=Í ғ ĝt. ахат, 
ТЕЛІ X 
再 作 分 部 积分 ， 使 有 


-| nose da - j. СЕ A f (uo 3x ах nt 


=ef н, 01% аха, 
=; TES Ox" 


24 в->й Бі, WIRE 


gv 
E 2; ge nd 


+ v Q09 (G0 dx = 0, V9€E. 


这 正 是 (2,39) 式 ， 它 符合 u, 站 是 方程 (2， 350) 满 足 视 始 条 件 
ux.) o0) BOT" W DEBU SE XL. | 

:下面 再 证 明 (2.44) ЕЕЕ ux, D BH SERIE (ОР). 
33b, EJK, 44) PENSIERI RER (а), WE 


. h, 


hiu) Gy жи). 9/4 ени) on . 2,49 


5 
Í (uy =|" ñ (5) аз, Te (u) -| hta) f (5)йх, ^ (2,47) 


其 中 s. 是 任意 给 定 的 常数 ， 了 (和 下 (0) 分 别 #59 PR Sk RINSI 
条 件 ， 则 有 


TD __д_ Ән |. g*u oh f дих? 
ох: IO o | ^ (u) ox! * би ( o ) d 
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RE O 46) 式 可 改写 为 


ЕЛДЕР аға) ама) ,, ди, \* 
因此 ， 当 h (uy O Ж ЖШШЕ. ЖЕ Б\Н £0, ШІН 
д1 (и) Fu). 
CAP + - x 0. (2.48) 


(2, 48) ЖООШ IO Eli, CARA JH EJ” ЖЛЕ 

也 是 有 意义 的 ， 

Б АЗАНЫ, 4-8 020, B4 T G0 ъа 8, M 

+ | 
u шә „эчә, 

E 90, ШЕ 


дга) , OF (u) 9 (2. 49) 
дї gx 
(2, 49) 0 НН Р. 


E D= Dp, UD: стан ВЮ Р, 1р2 13575 对 
(2,49) ЖАН Green 公式 ， 则 有 在 整个 间断 如上 或 立 的 关系 式 


up-u) риу - FQ). (2,50) 
Hz 
а 9, Щ остур 时 ， | 
= — со, Ais) = 
à i " M зш P, 
有 


го = Í 0. 3 u<—u 时 ， 

u—u, 当 ww 时 ， 
0, исо, 

Ғау)- f 6), Zi uzwihf, 


“Із 


Е (u) -4 


ЫШ о.о, н н, <и. 时 ， 可 从 (2.50) 式 分 别 推出 


u,- ә) E00 7/02 fy fu), Ушеі, 
а.-ш O2 £02 ctu) fi), ушет, 


ХЕЛЕН ЖА (2,4140 (2,41). ikBRUEHHT (2,4: 3X ИНЕ 
ЖОИЕ КОЮШ. Oo > 

有 前面 已 就 单个 守住 型 双 曲 方程 2,359) 讨论 了 广 久 和解、 物理 
MER ЕНУ ІНІН. Ер талан i JUI SF TRO HR 73 
— 08 (2,855) 情形 中 。 

иэ РГ МА НЕ S STI, Жіп БМ. 

ЖХІ 关于 在 #0 上 灶 平 面 上 与 U(x, 科 的 间断 线 只 有 
有 限 个 交点 的 任意 逐 妃 光滑 闭 回路 让 ， 若 U(x, 让 适合 积分 关系 


| Udx- Б.Т) -0, (2,51) 


MRR U (x, Р E (2,556) BOT WE. 
定义 开设 五 表示 分 片 连续 可 微 的 ра жж, $ сек m 
的 光滑 区 城 满足 微分 方程 (2,3500, 在 疝 断 线 上 满足 关系 式 


U- 0.) FU) FG), боа (2.52) 


则 称 U (x ty JE (2,356) Г-У Е. 
EXI ФСЕ АЯСА, ЖИ) (х, 0) 
满足 | 


óc d _ | 
ЖЕ бі ЕЧ) $9 jdxdt- o, V ocE,, (2,53) 


RRR U (А, Р) 3: (2.355) ГУ v5. 
ЗАЛИВКА, (2,356) 6 п 个 不 同 的 实 特 征 值 
它们 可 按 大 小 排列 为 
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А ЧЛ «ZA OT) A (U), 
H dx/dt= àA (U), R= 1,2, n tE МЕУ 20 R- 和 将 征 线 。 对 
于 特征 线 x—x(0D, ZA SERA 


A-1 (UP ` 8 С. ) AO E <А) 
ES 
d x 
A (UT a) <q 2, (ТТ) (2 54) 


成 立 ， 这 样 的 间断 线 x — (D ДКА Б HE. RARER F 
单个 方程 情形 的 4CE) ЖҰ. 
. ІШІ, Buler 坐标 系 中 的 一 维 流体 力学 方程 组 . 


op 

ET +. = (Pu) = (}, 

Su) , д : .- ñ un 
UN C = —  (Pu* + p) = 0, 

o (OE) д = 

M + -әх РЕЧ ри) = Ú, yoa 


其 中 E - (e+- аз), e, Dy ЖРЭА, ЖЕР, ЖЕМІ 


压力 。 这 个 上 方程 组 有 三 条 特征 六 : 
dx ` _ dx = dx 


其 中 c унун. ОРНА E “ЖЕНУ: 

£1) Б<и.-с., t-e, Zu, m 

(2) ч.--с.<СБси., u,- Su, 6, 

(3) u. Sul +c. SU 5с,<25; 
p S BINE SEAT ER. Яя CD CD АУУ РА ЕТЕ 
ВИШ К. Зп ЕЕ (2,54) ИГ ЕА ШИШ ЕТШ ЕЙ 
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蔷 特 征 线 传播 的 ， 则 情况 (2) 对 应 于 接触 闻 新 。 从 (3) 可 看 出 
б-п «е, $- u, >C; 
妇 激 疲 速 度 相对 于 证 后 和 粒子 速度 是 亚 声 速 的 ， 而 相对 于 省 前 是 
超 声 速 的 。 这 一 事实 等 价 于 过 激 疏 购 粒 是 增加 的 。 因 此 不 等 式 
(2,54) 48 ЖАО АНЕ. 
ЖИН SUR НОУ $848 (2,356) 也 可 采用 粘性 消失 法 讨论 其 
ГУЗЕЛ ЕНЕ. 15 02.44) - 


Wa g ORUD so DUL, goo, але 
ЛОЖЕ ЗЯ, 6-0 PJ, (2,55) 8698 U (0,0 — 8k Ж R EJL F 
УА ЕТЕ U (х,у), WU U (x,t— EE (2, 355) SOT XL 
和 物理 解 ， 

仿照 定理 2,2 中 的 推导 ， 用 Нау) ЗЕ Оо, — FEN 


ПКТ (15 02 ат) 50) 
U {7 
W -f Н), QU) -Г Н (5) Р" (з) бз, — (2.56 


ДЈ 48 ЈИ ЕС (2,2895 


ôW до. 


В: gu, AUFS PH Tra Nr ЯЕ РЕ (t 02, 49) 25) 


ЭУ + 29. «o, | (2,58) 
同样 可 证 明 下 面 定理 ， 
定理 2,5 АВАЗИ ЕН OI BOXE Y, SFA 
ХЕРА, (2.599 ҚЫЛМА КА (Ы, Ы 
FIE FR (2,57) zÑ ЖП B А 494b (2.58), EUDE 
(2.355) 3LEO p RE RR, 
TEER, AIAH (2,55) 35 也 可 ЖІ 用 (2,57) 和 


"Т: 


9 буа ала с. 355) O17 МЕ ЖЕН. ЖАО 
ПАУ А И, ШАНС AKAL ~C], 

6,2 一 致 着 分 格式 

守恒 型 双 曲 方程 (组 ) 的 解 常 会 发 生 间 断 ， 这 给 数值 求解 过 程 
带 来 不 小 的 困难 ,一 方面 ， 人们 要 搬 提 油 识 ; 53— 75050, ATIE 
чт gu КОЖ ЕЕ ЕЕН РЕ. ЖЫЛГА ШУ ЖЕ (组) 的 和 解 是 分 片 光 
Уу, НЕН Н ШЕЖЕ. ША ЕГА ЫЛАР Т: dE 
解 的 光滑 部 分 ， 使 用 81 和 和 82 中 所 介绍 的 种 种 签 分 格式 ， 例 如 工 -F 
Ел.І-УЖШ, БЕМҢХЖЖИЕЫЫЗ ; {ЕНЕ ЕШ 
R-H RRRA PRE, 得 这 种 方法 实现 起 来 有 一 定 轩 难 ， 主 
安 原 因 是 在 一 般 情况 下 人 人 们 并 不 知道 激 波 存在 于 何 处 。 而 最 关心 
最 感 兴 元 的 是 一 致 整 分 格式 ， 也 叶 和 通用 北 分 烙 式 ， 它 能 在 解 的 六 
IH Epirum SB 有 统 一 WEZ. НЕЗ, тынына 
解 ， 这 就 要 求人 们 利用 广义 解 的 定义 构造 出 实用 的 一 ж 
式 。 下 面 将 利用 ) 义 解 定义 工 和 广义 解 定义 下 特别 是 定义 M. dA 
造 几 种 常用 的 一 到 差 分 格式 ， 

Ак Lax-Friodrichsik st 

因为 (2,47) 式 是 积分 恒等式 ， 它 能 适应 解 的 光滑 和 间断 情 : 
形 ， 所 以 由 定义 工 构 首 出 的 鞠 分 格式 是 能 够 求 出 广义 解 的 一 致 其 
分 格式 的 。 

利用 守恒 型 方程 组 (2.850) 的 积分 形式 


GU ‚ОК - | _ _ 
| U + P.) dadi 2 Cte Uds) = 0, 


BEEE ABCD ЖӘ), 12,1687, ШЇ 
| | -Uda | -Udsa | rdi +| ка - 


JA Dc BC AD 


» III = 


把 其 中 第 一 个 积分 用 梯形 公式 ， 第 


ШХУНА, АА К +1 
ӘЛІ КЕ ERE. mai 
Егіззе м O (z + А?) ЗЛ S EX А в, 
一 J J t1 
1 Га. 1 
14103 2 алаға) 图 2, 16 
+— Fha- Ғ)-1)-0, (2,59) 


这 就 是 形 如 $2.1 中 的 L-F Жі. АЕР ВЕЗЕ EX. 26 
了 研究 其 稳定 性 ， 可 先 反 (2.59) 式 线性 化 ， i 


J D- ЕГ] ШИ), 


请 使 用 闲 结 系数 法 就 得 到 (2,59) sU REGE BE de ГА 


ls 其 中 ГА 2а, = maxi, AM = 1, 2, ..., f) J. Jacobi 4 Bá 


LoF/GU 1% ӘЖЕМЕ. CERED Hon E bM ж 
AK. 
ТЕНЕ KEEK к, ARAT GSD ii SORA 


式 。 为 此 ， 在 (2.350) 式 中 附加 粘性 项 -35 27, RNR 
bbm AHE 


óU ` ÔF) . M GU . 
DO A (2.60) 


显然 ， 在 网 比 r= rz/ 固定 的 情况 下 ， 当 h—0, tokt, (2.60) 
式 的 极 展 就 是 (3.350) 式 。 现 将 (2.60) 式 直接 差分 化 帘 散 ， 得 


UH- UÀ + FÌ,- Fẹ} i — h? Са -ZUP- U^... i 
T 2h EUM wi , 


(2.51) 
+ ]12 •' 


HEW, RSD. АЙЫН ГЕМІЛЕМШЕЖЕ  - 


ТЕ, 
一 Lax-Wendroffik3t 


tt (2,858) sb danken т 0 (U) TL), 得 


OU OF _ Ə , QE 
"n (Ux ), 


这 是 个 带 小 参数 т ЕНЕ EIAS. Sp т->0. А0 时 ， 它 
的 极限 也 是 (2.356) 式 。 rh E gue o ИШ 


UU) + 2 Еф Fha) 


ГР! (U), i) (F, - ЕР 


р 
- F (U a) (Е?)--БІ-0109, 
整理 得 | 
| 2 
Ож Ра FID 7 - 
ГР” (3, ЫСЫ -ЕО- F' (Uu. va (F'3 — FI 1) ]= 0, 


(2,62) 


这 就 是 二 = 多 格式 ， 它 基本 与 32,2 中 的 工 -网 格式 同形 。 特 别 ， 
= 二 ”为 常数 矩阵 时 ， 两 者 完全 一 样 . 仿照 81.3 中 的 推导 ， 易 知 
L-W 格式 的 截断 讽 六 -是 ,0 (7*;+ h*)。 同 样 可 用 线性 化 稳定 福 分 


本 法 推出 工 -W 格式 的 稳定 性 条 件 是 一 , maxecP! qr posa. 
= Wes 、 | 


经 前 面 的 讨论 知道 ; ZAP REE Xh, XE X. IL TE Fe E 
的 :而且 利用 这 一 定义 构造 了 守重 型 双 曲 方程 组 的 工 -F 格式 和 
L-W Ел. 使 我 们 感 兴趣 的 是 ， 它 们 分 别 与 一 阶 常 ( 变 ) 系数 双 
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曲 方程 (组 ) VO LF 格式 和 工 -到 格 式 同形 。 这 一 事实 和 即将 验 
证 的 差分 烙 式 说 明 ，31 中 介绍 的 种 种 有 效 的 差分 格式 都 等 价 于 附 
圳 不 同 粘性 项 后 的 帖 性 差分 格式 。 例 痢 ，31.2 中 的 世 -E 格式 就 


等 价 于 在 (2.3) 式 中 附加 粘 狂 项 二- -3.4 一 后 再 离 获 的 差分 格 
X. Xd. $4.8 L-W 格式 就 等 价 于 在 (2.3) 式 中 附加 烙 性 项 
or -后 再 离散 的 差分 格式 .再 如 ，$1.7 中 的 移 征 差分 格式 


Е -- ġà k — Ë А 
uisi Mj- „Oh uj., -2uj t uj., s 


7; 2 E 


КАН? FFE @2.3) 中 引入 粘性 项 -2 97 后 再 离散 的 


莽 分 格式 ， 同 样 也 可 验证 嫩 娃 格式 等 相应 等 价 于 方程 2.3) 中 引 
和 人 不同 粘性 项 的 结果 ， 这 一 事实 说 明 ， 对 模型 方程 (2 ОРТ 
的 各 种 盖 分 稿 式 ， 若 它 等 价 于 引 人 和 人 不 同 粘性 项 的 结果 ， 则 它 一 定 
是 能 名 用 于 计算 线性 问题 间断 解 的 一 致 差分 格式 ， 而 且 它 一 定 能 
抱 有 效 地 蕉 广 到 守恒 型 双 曲 方程 (组 ) 的 情形 ， 

附加 粘性 项 是 数值 求解 拟 线性 双 曲 型 方程 (组 ) 中 经 常 使 用 的 
本 段 . -人们 可 以 在 守恒 型 方程 (组) 中 先 附加 粘 Pk D ВЕНН AS 
化 ， 这 样 得 到 的 羌 分 招式 称 为 粤 式 人 工 粘 性 格式 ;人 们 世 可 极 在 
宁 恒 舍 方 程 ( 组 ) 的 逆 分 格式 中 再 引 人 一 些 相 当 于 粘性 项 的 数 便 
项 ， 或 基 种 差分 格式 中 隐 含 善 一 个 相当 于 粘性 项 的 数值 项 ， 这 样 
的 差分 格式 称 为 隐 式 人 工 帖 性 格式 或 数值 帖 性 格式 ， 显 式 和 隐 式 
人 工 粘 性 格式 统称 为 粘性 差分 格式 。 粘 性 差分 格式 的 等 点 是 ， 不 
论 拟 线 尾 双 曲 型 方程 (组 ?有 无 间断 解 ， 可 不 加 区 别 地 技 绕 一 格式 
加 以 处 地 。 此 上 时， 间断 是 作为 解 的 -部 分 进行 计算 的 。 世 就 是 说 
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间断 解 被 玫 示 为 具有 一 定 过 湾 层 的 连续 解 ， 这 个 连续 解 基本 上 衣 


BC HA ІШЕК ЖЕ, 


AYER ИЕ ДЕ АҚ КЕ ІНІКІЛЕНУ ER. БІЛІІ,-Е 格式 


ЖІ L-W малына 


| s og 


|. 1» 
H (X 0) = 
| L 


HR E 
L, 


u(x,t) Zn 


这 一 模型 问题 是 众多 学 


ЕЗ 


х<-0, 
XD, 


2x S.P. 
2% |, 


者 乐于 研究 的 问题 ， 它 能 够 反映 出 守 醒 型 


( 非 线性) 双 曲 方程 的 本质 ， 不 同 的 初 值 就 会 产生 不 同 的 结果 ,这 
анын ды ыы, 


ERE TE, 170. 


2.17 
从 图 2.17 看 出 ，L-F 格 式 在 ЖІЗЗЕН RKE AR ER 0, 
“115- 


ES 


Ы hls (RU Е DCRE AERIS. ХЕЕЕ H + L-F 格式 
中 引进 了 粘 福 过 强 的 粘性 项 的 绿 故 ，L-W 格式 在 解 的 光滑 区 的 
逼近 精度 较 高 ， 撕 述 间 断 的 过 渡 区 也 不 宽 ， 但 在 间断 线 附 近 出 现 
振荡 。 这 可 能 是 由 于 工 - 碎 格式 中 引进 了 粘性 过 弱 且 会 振荡 的 粘 
性 项 的 绿 故 ， | 

Dir b ЕЕЕ RA НО НЕА ЛАВЕ — RES [A ВЕД EET. 
这 要 针对 具体 方程 的 特点 ， 使 间断 部 分 得 到 适当 磨 光 ， 又 不 使 间 
断 强 度 过 于 减弱 ， 并 能 使 间断 过 渡 区 保持 在 3 一 4 个 网 烙 内 。 因 此 
合理 引 人 人 人 工 粘性 项 是 一 项 技巧 性 较 强 的 工作 ， 

改进 粘性 格式 逼近 效果 的 办 法 之 二 是 组 合 使 用 一 阶 和 二 阶 精 
度 的 粘性 格式 。 例 如 ， 在 解 的 光 将 区 使 用 精度 好 的 于- 妈 格 式 ， 
在 间断 线 附 近 使 用 无 振荡 的 L-F 格式 ， 


to P 


TAE DAGUEEIDENIUAUR. э вгошіе дығы 
对 一 致 差分 格式 的 帖 性 效 昌 和 相 变 效果 作 了 分 析 。 粘 性 效果 也 就 
是 阻尼 效应 ! 分 析 结 办 表明 ， 若 一 致 莽 分 格式 的 精度 高 ， 则 逼近 
间断 解 的 效果 会 好 些 ， 而 且 描述 间断 解 的 过 渡 区 也 较 理想 ， 相 杰 
反应 了 差分 解 的 种种 闫 华沙 数 与 真 解 的 各 种 频率 函数 之 间 的 相位 
Ж, ОТЖ. 相 变 相对 小 的 一 至 差分 格式 要 好 些 ， 否 则 就 拔 萝 
严重 ， 综 合 来 看 ， 相 变 小 的 高 精度 一 致 差分 格式 是 较 理 想 的 。. 上 
述 结 虹 明 然 是 对 线性 情形 的 分 析 结 困 ， 但 它 可 能 对 设计 守 植 型 一 
至 差分 格式 有 指导 意义 。 

п £558 | 

555888 3t] ҮЯТ НЕЕ PE S0 20077 REA RUE GE AE >, 
KEHE PEIER. ЕРЕЗЕАНЫҢЫ, ЖИЛ, Ж 
易 得 到 高 精度 效果 ， 所 以 它 在 求解 守恒 型 ( 非 线性 ) 双 央 方程 (组 ) 
的 算 靶 研究 和 应 用 实 牙 中 都 受到 重视 ， 

Richimyer 于 1963 年 将 工 -W 格式 (2,62) 变形 ， 提 出 了 一 
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hb cd EH 


unie 2-алазИр - (Ph, - F$) (2,630) 
Ui-uj-r(rii- гез), (2.635) 


Arii (ut 。 第 一 步 (2.63a) KE L-F 格式 ， 第 二 步 


(2,635) REREAD; 第 一 步 可 看 作 预 测 步 ， 第 二 步 可 看 作 校 
ІР, БИҒАнН ЖЕЛІМЕН L-W 格式 ， 读 者 可 由 :线性 
方程 简单 验证 这 一 事实 。 这 个 二 步 算 法 不 需要 计算 开 * 形 格式 
aes mg p^ (uda ym F СӘРІ mi Bg — 1-7 oae 
显 式 计算 ， 所 以 它 是 非常 方便 实用 的 ， 

二 步 算 法 的 优点 引起 了 人们 的 重视 ， 在 Bicshtmysr 提出 
L-W 格式 的 二 步 算法 后 ， 许 多 计算 访 体 力学 工作 浓 和 和 计算 数学 
工作 者 提出 了 不 同 的 二 步 算 法 。1973 年 Mc Guire 和 Morris ін 
ET An ЕНШ АҚҚ; 


/ 


LC . 


5 |i (ortas - F5.) - (2,64) 


aea 2-4) 


其 中 0-51. ПЕНУ з= 1/2, Ш (2,6405 25 Richtmyer 的 
二 步 格式 。 如 果 取 8=1， 则 (2.64) 式 就 是 1967 年 出 Rubin 和 
Burstein 提 冉 的 二 步 烙 式 ,可 以 看 出 ，(2.6) 式 地 ж-ш 
ЕНТ». T 

05 —— АЕМ ERIB X SBI BIS 25 326 5k: Мас Cormack 
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Ü^-Ut-rqFha- Fb, 


k 
K 1 (t+ р) -Rt RRL) 
l i = OQ] 7; 5 { 121 


其 中 Fj- FUH, Fy= корр. ХЛИ» ЖЕ ЕМЕ» 
忠 痰 替 使 用 了 空间 方向 的 向 前 差 商 和 向 后 差 商 ， 构 造 很 篇 单 。 目 
Ш, Mae Cormack 格式 已 在 气体 动力 学 的 计算 中 得 到 了 广 遍 的 
应 用 ， 并 取得 了 良好 的 效果 ， 


. 6,3 一 致 半分 格式 的 收 仇 性 


我 们 在 上 6.2? 中 介绍 了 几 种 数值 求解 守 簿 型 DUBIE (2,3580 f) 
ж, пЕНИЛТАРЯҒЕЯ, ШЕШЕ v AER 
PEERY., FEP EE DR UE — Sk АСА ir k RHET Ea z 
Ví? ЭЖ, МЕТ, 

ЕУІ 称 一 臻 差分 格式 


Ut Ui- 614-611) (9,65) 
其 中 | 
G7 GQ Enn Ui. s U fans j-0,c1;., 


G,.47* 0U -nU aso Уа-а Ел0,1,44, 


^Ш EA EX. КРЕЗ JEA DESTERRAR 
(2,355) 相 容 的 ， 如 果 
”人 (2,86) 
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= 


519%, FENDA, DEU di 27 d 


U , си) _ 
ағ? Tx = 0 (2,07) 


HRAM жш G (U) p dE £X PE БАЙ; ША, НН (2,6705 
(2,355) 34193, ИП (2,66) 式 成 立时 ， 守 恒 型 差分 格 xx (2,65) 
4 50,350) X ^F fa Z5 ERA. 

不 难 验 证 L-F 格式 人 ,59) 是 与 (2.350) HIS THENE 
格式 。 事 实 上 ，L-F 格式 可 写成 


Up= Uf 0200) Ga FID 
ME. JEN 
U)-—— GOR Gig) 
Жей 
G* =l раж ЕЙ, D- FR U рг) 
1+} 9 ў Í +1 m {+1 J^* 


^. 1 k h 
G, 4774 (PEE FD Mrs 


同样 可 验证 L-W 格式 (2.62) 也 是 与 (2,355) 式 相 容 的 守恒 
АЕ. НЫ, RER 


G,,47—- Ga FD 
P (СЕ! aeg, 


BA 
à 


_ T U*-U. 
uo F'(CEPHERL oai rio. 


定理 2.4 ЖАРЕ ЈУ (2,65) Es sr Ig ШОУ RH (2, 355) 
> 119 ° 


G,.,7 (F+ FE) 


Ж, Н.(2,65)5% НЫЛ, ММЕН ЯК Sk XU pEEX U (и, Ы, WH 
U (x, ДАЛЕ (2.355) АШ P XN. 
证 明 Быны У ONBUKE М, #0 02,65) 00058 


k Ё 
оч, MN 6-і le, 


ИХФ (х, ЕСО) ВНА КН Bt REAN S B 
对 f Ж Е 求 和 ， 就 有 


k 
> ` X e| -Z2 201. Us ‚ыз бер MI 87 


A= 0 ‚2. 


利用 Abel 分 步 求 和 公式 (1.51)， 上 式 可 写成 


Тіт +a pj i А + Ф! e 4 
GES ы aa кала t- 


2j h, т-д, BTU)VER AUS B k Sl GS D, 同时 
Ca ERR G QUU ИОВ ға), Wk EET X: Z R 


í Í, | + BP ғау) laxi = o, 


Bibl U (x, D E: IDOR XU. = 

如 前 所 述 ， БЕ ҚА ea AH КЕР ЯУ yy ЕА 
义 解 ， 为 获得 物理 解 ， 就 必须 对 一 致 差分 格式 附加 一 些 条 件 。 为 
db, ЖЕЛЕН С. К, Gedunov (1959 年 ) 提 出 来 的 单调 差 
Ar Y. 

ТАП, ХИТ БЕН) ҖЕ УЖ ТП Б {И TCR E £x Fo ERO AR, 
例如 一 阶 常 系数 双 曲 方程 


US EU IG ЖЕ u (x ,0) = v(x) 的 解 为 
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u (x Ë) = р(х ағ), і>0, 

Ж, ШОЛАҚ u (x) JE x 的 单调 阔 数 ， 那 么 对 于 任意 的 
[220, Ñ w(x,D b E s RAAR. РЕНЕ, НЕ 
潜 和 解 线性 双 则 型 方程 彻 值 问题 上 时， 和 如果 初始 值 是 单调 非 增 (或 非 
ЖОНУ, ЖОЛАН ИНЕДЕН (或 非 减 ) BJ FE JH. 
Gedunov 称 这 种 保持 单调 性 的 格式 是 单调 整 分 格式 ， 

G. Jennings 于 1974 年 将 Gedunov ОҒ АЖ ат ЗЕ E 
BJ EP НЕЕ D fX E. 

定义 2 ”车 守恒 型 差分 属 式 (2,65) 的 右 端 项 


GU ^. U РН қылға т), = Uu: - -( G7 е") 
关于 每 个 变 元 都 是 单调 不 减 的 ， 则 称 (2,65) 式 是 守恒 型 单调 格 


A. 


301. 220, т--і, -і1,-",і, 


即 知 基 一 差分 格式 是 否 为 单调 差分 格式 ， 
例如 L-F 格式 (2.59) 就 是 单调 守重 型 差分 格式 ， 因为 这 时 


和 (7 = 和- +U) 


~ tPF UD) PUY 


9G 1 
Gu, g F Uo 


0G -Í _ T arera Әс . 
Шы a Р Uo уур =, 
35 CFL 条 件 


T 
тұ? (FU (CU hy 1 
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e 


БАМЫ, НАНЫ, WA 
96 20. т--1,0.1, 
OU fin 

因此 ，L-F 格式 是 单调 守恒 型 差分 格式 ， 

向 样 可 以 验证 ，L-W F (2.62) ЕЕЕ EE F KE АТИЯ 
守恒 型 差分 格式 ， 

Hartan, Hyman, Lax 于 1976 年 证 明了， 一 维 单 个 守恒 律 
的 单调 守恒 型 其 分 格式 的 解 如 果 几 乎 妹 处 有 有 界 收 敛 ， 则 极限 联 数 
Хел RE H e ЕЕ. 

Crandall, Majda 于 1980 年 研究 了 多 维 单个 守恒 — 
SP HIM ОЕ ЕЛМЕН eo, ЛИН Pe ЖЫЙ 
ЖЕНА. 

FHAA ENE, ATAATA IR EAL- F 2⁄4 
陈 是 单调 守恒 型 差分 格式 ， 它 的 解 收 误 到 物理 和 解 ， 它 的 解 是 与 相 
应 的 燃 条 和 任 相 容 的 。 估 们 还 验证 了 单个 守恒 型 双 贡 方程 的 工 - 久 
ЖИН ЖА ЕЕ Ы ЕЕ, ЕЖ- КЕ ДЕН, 

A FFERNA ЕН НО. ЖІПКЕ. 

定理 2.5 TERNARA (2,3550 ар {н 2025 28 
式 ， 若 其 极限 函数 U (х, DWE TER. SDH РО» ЫШ 
ASO ДЕДЕ ДАЕ (2,58), 

守恒 型 单调 格式 是 一 阶 精 度 的 ， 这 一 点 从 守恒 型 差分 格式 的 
EXA (2.65) Н ЖН. А, ЕЕ АА НКРЕ 
的 高 精度 的 守 仁 型 差分 格式 ， 它 的 解 是 物理 解 ? 可 异 人 们 上 自前 对 
此 知道 得 还 很 少 ， 总 之 ， 在 守恒 型 和 分 格式 的 研究 方面 还 存在 着 
很 多 有 待 读者 去 探索 的 癌 题 。 


本 章 主 要 介绍 了 数值 求解 线性 和 拟 线性 双 糊 型 方程 (组 ) 的 基 
本 思想 和 方法 。 在 这 些 数值 方法 的 研究 中 ， 完 全 可 以 引进 数值 求 
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解 酉 图 型 方程 和 挑 物 型 方程 的 某 些 思想 和 算法 ， 例 如 84, 4 rh АУ 
Strang Bj S fx, HAS GES ARATE 2E АЈА ROC HRZS 
程 的 数值 求解 中 ， 全 如 第 三 篇 中 介绍 的 多 层 网 格 方 法 也 可 引进 到 
双 则 型 方程 的 数值 求解 中 。 非 线性 双 曲 型 方程 所 描述 的 物理 过 程 
去 比 线性 情形 复杂 得 多 ，、 关 于 这 方面 的 理论 研究 和 数值 方 渤 研究 
明 然 都 在 丰富 多 采 地 发 展 着 ， 但 仍然 远 不 及 对 禄 图 型 和 扫 物 型 方 
程 汇 这 些 研究 方面 的 深刻 程度 ， 还 有 很 多 尚 不 清楚 的 问题 急 钴 人 
们 去 研究 。 当 然 ， 人 们 可 以 从 理论 、 实 验 和 数值 模拟 计算 竺 多 个 
方面 单独 或 综合 探索 研究 ; АВЕО, МЕНЕЕ. 
述 运 动 过 程 好 、 数 信 稳 定性 好 、 恰 近 精 度 写 、 收 就 速度 快 的 离散 
格式 ， 是 微分 方程 数值 解 的 根本 内 容 ， 


J B 


]。 为 了 观察 一 维 热传导 方程 


ди 6:и _. | 
| x€ (— оо, +,00), і>0, 


BJ Richardson 格式 的 不 稳定 性 ， 试 写 出 相应 的 误 闭 传 播 方程 。 
1Е т=т/Й® = 1/10 时 ， 作 出 和 应 的 误差 传播 图 天 (ELEL). 
2。 用 十 喝 显 格式 计算 


2 
Í бе = EE (x3, >й), 
H(X,0)—X (0X. х= 1), 
(0,1) = f, Ө a.p = {) GI), 


其 边界 条 件 如 何 处 理 ? 试 写 出 包括 边界 条 件 处 理 的 完整 的 益 分 万 
程 组 ， 
ЖЕГІ 
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i 2 
0%- > Zr Q«x«L 120), 


u(x, = sinas (0-25-21); 
'ы(, =u, =0 (120) 


PIRITA 


u(x,1) = Біплх«ехр (21), 
idu 3E АУ ЖЕРЕ, ЭРЕТЕП КЕ: 
(1) Ea ñ= 0.1, T=0.01， 计 算 差 分 解 и) RUBUS 
e-ul-u(xXj,10, Е<1,2,"“»10; 
(2) Æ ñ = 0,1, т= 0.007, IFE и) fuel, Ес1,2,",19; 
(3) E h=0,1, т= 0,005, ІЯ ut еј, R= 1,2,0. 10, 
4, WH Fourier 分 析 法 讨论 一 维 热 传导 方程 差分 格式 


e (-^ ары )+ a-e( is ГЕ Ен HY 
的 截断 误差 、 稳 定性 和 差分 解 的 误差 阶 ， HP osis 是 实 参 
Ho p de- OT DARDEN. 


5. HEREDAT B TM HEX Se B] АЈ Richardson 455, 
Crank-Nicholson 格式 各 Du Fort-Frankel 格式 的 稳定 性 。 
6, АЛ ЖЁН ЖА ЖОО ТЫ ЖІП 
ди _ g*u 
Af = (x) ЕТТ 
Б RES S ЕИ Fourier налива 析 法 分 析 访 差分 
格式 的 稳定 性 ， 其 中 a (x) EC!， mina(x)>0, bte) ЄС" 
H min5(x)70, minc(x,>0, 


+ ё(х) 205. + c (X) u 


Ән _ Ətu д?и _ 
7, HEREN ТЕТЫ 35; #0 Du Fort-Frankel 


о, ЭБЛЕНКНЖЕЕШ. БНАЖ. 
124: 


8. ТА ШЕЙДИП E 


Ou ди , дін peule ВЛЕВО 
д? gx* Әу: 


的 古典 显 格式 和 C-N 格式 ; РЕЖ НЕШ 并 总 结 在 增加 cw 项 : 
前 后， 甚 相应 的 差分 格式 稳定 人 性 的 变化 规律 。 


9, HAERE 
ou _ g'u Qiu gu u 
Г 5517 5-3 * 9-95 + b У (a, 522 1E О 
НЧ 8 АЛТ КАТАА; 分 析 共 稳定 性 ; 并 总 结 在 增 训 低 阶 导数 项 前 
后 的 莽 分 格式 稳定 性 的 变化 规律 ， 
10. ЖШ 17 321 fét [ja] Rf 
' gu _ iu Ou x 
г а(х,У) ах +b(x, y) ETE +F, YF), 


(х,у) ЄЙ, !—0, 
н(х,уу,0) -Ф%(х,Уу), xE, 
HOY = g (y, tU, ич(а,у,іл =g,(y, bD, т = T 
ц(х,0,43 = (X, , их, b, = q. (X,1) 


(Жр a=[r0,a]x[0,5J)89 Crank-Nicholson 格式 和 P-R 3& 


式 的 计算 程序 。 
11。 对 于 三 维 模 型 问题 


гахи s: 十 -一 -一 5-1 —, 人 们 可 以 将 其 分 解 为 


1 gu _ g*u 1 Qu _ д?и 


ти! — — — wF. ——— ox — € 


з 8t bx з а gyt?’ 


1 Ou 97и 


—  - O 


3 а ЕГЕН 
M. ra i5 xe HI 8 — ЕШ 365. 
a 125 < 


ug (1+ 7-08), 
| ubt = (1 + -кє 0%) {ә 
和 局 部 一 维 C-N 格式 ， 
i- жеу. = (1+0): 
(1- зве) (1+ зов) а 


G^ — P^ (+ ус д!) уу. 
АЧЕХ РА RE bo Е 2y T6 sS RU BRUST UR E REDI yE PE. 


12, MEDER £A YR ЕНІ E; 


8 
t ca ss G0, 0<x<1, £0, 


u(x,0) = f(x), 0<x=<1, 
| 1000,0) = g, (D, Lu (0,4) = 9,(1), £20, 


ші, = gali), 220. 


采用 下 询 数 值 微分 公式 ， 
ди Y^ 1 gu ү о. i 
( Jai ) 9 |( еі ) + at ) oa )» 
ди yt 1 + 
(97), oa S LOO 0041800, 


3 k 
д ), = (и) fosa 7 ICu) piat 8(4))-1л- (u) зл 


+ OCh?); 
2FH з (Ви, + (1- В) нў Ex rh 的 g (u) HP БІРІ 
HREH 
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- (uË 十 us.) = g (Ft), —- (ula - u 1/2) = g, (kt) + 


| = fis. Uý 93(8Т); 

便 可 推导 出 下 面 的 二 层 差 分 格式 
1 
Ят 


Е +1 А +1 Ь А 
(H i pant Milia зал” ja! 


= 2 [ut j ~ 38u521, -3(07 Вун, р Зит, 


t3(l— But n- t} osade 
(1) 试 写 出 完整 的 便于 计算 和 的 差分 方程 组 ， 
(2) 叙述 显 式 计算 过 程 ， 
(3) 分 析 这 个 南 层 格式 的 数值 解 精 度 和 稳定 性 ， 


(D 试 构 净 一 个 三 层 显 式 计算 的 差分 格式 ， 且 要 采 这 个 差分 
格式 是 绝对 稳定 的 ， 


13, ЗАҚ НЕН ERN 9075 Fa 


к0 (a0) 
x 


НУ C-N f&xXo ЕТПЕН ТЕЗ Ras E PE, 
14。 讨 论 解 一 维 对 流 方 程 的 差分 格式 


o 


(ukt a) + T (ижа uki =0 (a0) 


BEERE. 


15。 以 一 维 对 流 方 程 的 差分 格式 为 例 ， 讨 论 CFL ЖЯ 
Von-Neumann 条 件 的 关系 ， 
16。 设 有 解 一 众 对 流 方程 的 本 个 差分 格式 


kikar ; (uj. tuf., ° ч «+ М/Н» 


а utis up 8 Ç —(A; +V Yu tla 
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i 1 b T А 

ka 2 (Bj. i Puj) 7 — y 0a 03)» 
br 

lutea 0 cupi- ub, 


:其 中 心 是 正常 数 ，4 积 V 分 别 表示 向 前 差分 和 向 后 差分 

(1) 试 将 这 两 个 两 步 莽 分 格式 改写 为 一 步 差 分 格式 

(2) 试问 这 丙 个 差分 格式 是 什么 差分 格式 

(3) 在 每 个 自分 格式 中 ，8+1/2 BM k+1 层 上 的 数值 解 精 
ЖҮЗЕ >? 

(4) 试 将 这 两 个 算法 与 解 常 微分 方程 y= 了 (x,y) 的 二 阶 
Runge-Kutta 算法 


Wa У + у, f.-jfO. 2, 


суыр, 


性 较 ， 并 总 结 这 两 个 算法 的 特点 。 
17. MERY | 
u +bu,=0 (620) 
00 RBM 算法 (Russnov-Birstein-Mirin，1970) 3r V, 


1 T 
iat vu uj seu) o b p (453,1 — u5.,), 
T3 29 T 
и? =u] + h CHETEL HETAT 
К+] — h b. _ — k m ñ h 
ч; = Ы; 一 24 h (28$.,—77uj., * 74$,,— 2u] 4) 
b Р 
M + (ий — ues) 


(0 
u 734 Min 4uj 1 + 6uj — 4uf. , tuj, 
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其 中 @& Ж, Hid 


І _ 
pu^ = (Ыб ора ul. sn) óuf- (u$ yn Ну l.) 


2 
(1) 35 RBM 算法 改写 为 


+1 .— TEN TO _ 1l. 2 А 
upicup-oR. т (A, + TI ; a: ju! 


2542] (A. 7 V (59 et) 
一 A (=) (наз) ы? — r (д) u*; 


(2 试 将 RBM 算法 与 三 阶 Runge-Kutta Я, 并 说 
Bi RBM 算 鞭 的 数值 解 精度 阶 为 Oc? л), 

18。 证 明 实 系数 二 次 方程 42 bA- e = ОНУН 1 УЖЖ. 
条 件 是 

|8|<1-с<2, 

19。 试 就 二 виноват uma pasak, жа 
ЕЕЕ. 

20, 编制 数 值 求解 二 维 波 动 方 程 的 L-W 格式 和 C-N A 
的 计算 程序 。 

21， 对 二 维 一 阶 双 曲 型 方程 组 m 


at] . oU oU . 
“ағ *4 ox + В 0, 


HRAN BIH nx n PT ЖЭНЕ; 

(D АЖЕ L-W 格式 并 指出 其 截断 误差 ; 

(2) ЭМ НЕ Ж; 

D 此 格式 是 否 是 一 致 差分 格式 ; 

{4) ЕККЕН КЕЗЕ Жа, mié. ЛЕНИЕ АНД 
述 的 带 烙 性 项 的 微分 方程 ， 
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22, 求解 双 曲 型 方程 


Qu Өф — 
gl Өх 


фу ВВ 算法 (Boris and Book, 1973) йг F: 


0 


кі = ц l t (уфа) 


F J 2 
1 
| [IG |}, 20 + up) 
dedi cgo aiti 28 ep, 


«l 。 试 分 析 该 算法 的 二 


这 个 二 ^ 


' 个 部 分 步 在 引进 粘性 项 方面 的 特点 ， 


， 试 构造 数值 求解 一 阶 守 恒 型 方程 组 全 +- = 0 的 二 
步 L-W 算法 (参见 习题 1 的 和 RBM 算法 (参见 习题 17)， 
24, Әм RM Buy Сн) 2-22. = 的 二 步 
GM K} (Gourlay and Morris, 1968) 如下， 
Uj^20j-a— (AF VOI; 


Uj"-Ul--—- —— —,.7 UU. T V, [Q0 - 4а -Je +2 
其 中 


1 
enr], 


PES UREN IR 11, 


(A, + V/.)U = US. - U. 13 
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-Ф(х;,і). G JERAM, 


(D Sas 1-8}, 19 GM 算法 是 否 等 同 于 二 步 L-W Ж 
法 ? 
(2) Ж B-00/0U ERIH, WIEN GM ИРЕН {ЕЕ 
БЕ 
(22I- -1 (A) B'sin'cA -i SE Bsino | 


1 
(1+ 4 (— 1 +cCosc » 


当 一 一 也 < 2 E Von- Neumann fr, CFL 条 件 是 -一 所 


2, WEBS IER S- 
(3) ТАШ GM 算法 与 求解 了 = (х,у Euler 279; 


{өз ө 001 
У а= У, әй ы“ ры, 
Эе ЕЙ ЕЗ ЕУ ЕНУ А] 2 RE, 
25, Æ Euler АТҚ, — ET E ТЕН £229 
KZ OPU -1 
| ĝt öx , 
ди ou 1 др 
gt Т“ ax ` Pp Ox! 
Bs 0s _ 
01 +" ах 0 


Hane. Р, u, SOREDAUORGIBEL. ЕО. ИЯ, РЕР] 
s у л. ЗАКАЗУ ВАН КИ ИРДЕ ЕТТЕН 


“131. 


ӨЗ ga 
HET JAIE L-F 格式 和 工 -W 格式 ， 


QU |490. 


26. En АЙ 
ӧн, 3 (ч Y. 
| at 2-( ә 0, 
c 0) [^ х<0, 
i 0, X0 
Ну Ur ЛЕ Л 
prc 
H (X,Í) = 1 
. E y 
о, “К? 


HAIE L-FAM L - W 格式 ， 并 编制 程序 计算 之 。 
27。 设 长 度 为 工 西端 简 支 的 染发 生 鼻 由 振动 ， 风 4 = ule, РМ 
表示 位 移 ， 则 # 为 下 列 混合 问题 的 解 : 
ҒЫ” -aqa g'u 
Op дж” 
iS(x,0 =Q, (X), 
| gu 
' "ag; 00) = Q (X), ф<х< L, 
иб, =u(L,D =0, 


ou "nali (L, і) = 0, ОТГ, 


ШЫ” 
е (0,0 = SZ 


"аж 
<> = 25, fi = 2-2 


， 则 将 梁 的 振动 问题 表示 为 关于 + 


| Uu _ біш 
EN gxr? 
БЕ, G u 

df TI gx? 
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(D 对 方程 组 的 第 一 个 方程 采用 显 式 ， 对 第 二 个 方程 采用 陷 
式 ， 试 构造 出 这 个 差分 格式 


(2》 试 证 ， 此 差分 格式 稳定 的 充 要 条 件 是 -535 c 


(3) таас АНААН E] ААХ ДЕЛЕ НУ БАЖА ІХ, 
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第 二 篇 ” 解 梢 图 型 方程 的 有 限 元 方法 


撒 圆 型 方程 描述 了 定常 态 物 理 现 象 ， 例 如 弹性 力学 中 的 平衡 - 
问题 ， 死 粘性 流体 的 无 诈 运 动 、 亚 声速 流 及 次 流 问 题 Or % 5 
(静电 磁场 和 引力 场 等 》 间 题 ， 热 传导 中 的 温度 分 布 ， 扩 散 中 的 
浓度 分 布 及 导 玖 中 的 电子 密 放 分 布 问题 等 等 都 可 用 社 圆 型 方程 的 
定 解 问题 来 描述 。 尽 管线 性 梯 辆 型 方程 的 理论 研究 已 较 完 着 (1， 
然而 对 于 绝 天 多 数 实际 问题 ， 因 为 定 解 区 域 和 边 值 条 伴 算 米 ， 解 
析 解 极 难 寻 找 ， 所 以 用 各 种 近似 方法 对 这 些 实际 问题 进行 数 佬 研 
究 就 很 有 实际 意义 和 发 展 前 景 , 

虽然 用 凑 分 方法 靓 桥 贺 型 方程 已 有 不 少 研究 和 应 用 ， 全 60 年 
代 思 半 由 中 外 数学 家 明确 提出 的 有 限 元 方法 却 硅 数值 求解 各 种 实 
际 问 题 方 面 表现 出 极 大 的 优越 性 和 生命 方 ， 有 限 元 方法 的 诬 攻 研 、 
究 很 快 就 进入 了 黄金 时 代 ， 后 来 更 多 的 数学 家 对 让 方法 作 了 深入 
研究 ， 终 于 型 铺 了 有 限 元 方法 是 所 进 论 、 微 分 方程 和 泛 落 分 棕 等 
的 巧妙 结合 ， 并 对 该 方法 的 理论 问题 进行 了 全 面 适 筝 地 斌 究 ， 到 
在 ， 有 限 元 方法 已 广泛 有 效 地 应 用 于 实际 问题 的 至 全 研究 中 ， 蕊 
成 为 解 椭圆 边 慎 问 题 的 最 主要 的 数 护 方法 。- | 

A MUSCLE ITECS DEAA T ET ROS A UR. 
HESS; OSEE Н АННАН den 
ЗЕЕ Е ЕНЕ ОАО Й, E RAMAN, 
Жж шщ Tub Н ел МЕННЕН. 
ERT, KER) SE ЛУД яна нын НИЕ, 
以 借读 者 根据 实际 情 闹 选用 ， 
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Ж-Е ” 解 一 维 椭 圆 边 值 问题 的 有 限 元 方法 


本 章 以 两 点 边 值 间 题 为 例 ， 介 绍 有 限 元 方法 的 基本 思想 和 步 
县， 这 将 是 学 习 第 二 章 内 容 的 基础 。 


$1 弦 平衡 问题 的 两 种 数学 模型 


设 一 和 根 长 为 [的 弦 ，、， 两 端 分 别 周 定 在 点 A4t0，9) 和 点 Bt!，0) 
WELD. 当 没 有 外 力作 用 А, BG. 
时 ， 它 平衡 于 * 轴 上 ; 车 有 一 
个 连续 的 负 葡 1j(*) 重 直 向 下 ， 
作用 在 纺 上 ， 则 弦 变 形 后 处 于 
ET 图 1.1 
DETZ АНЫ RS fr u (хуз рЫ Ж I. 一 是 利用 力 的 平衡 关 
ж, IUCICOT Jui о 
-Tu,-f(x), хЄ(0, 4), (1.1) 
A032 LS FE | 
u(0)=u(1 = Ú, (1,2) 
AF Т ЕНЕ ОЯН); 二 是 利用 能 量 守恒 定律 ， 即 力 
学 中 的 极 小 位 能 原理 或 虚 功 原理 ， 志 可 得 到 (1.17 和 (1.2) 式 。 下 
. 面 用 能 量 方 靶 讨论 弦 平 衡 问 题 , 并 讨论 它 与 力 分 析 法 之 间 的 联系 。 
1.1 极 小 位 能 原理 和 变 分 法 
-者 处 位 能 原理 ”一 个 物体 在 静 楚 平衡 时 其 有 极 小 位 能 。 容 易 
.理解 ， 极 小 位 能 原理 是 能 量 守 人 恒 律 走 静 太平 衡 条 件 下 的 应 用 。 这 
个 原址 在 力学 和 物理 学 等 学 科 中 有 着 极其 重要 的 地 位 ， 可 将 其 用 
于 分 析 藤 的 平衡 问题 。 | 
弦 变 有 形 前 的 能 量 
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I 
РЕ ЕНІН СУК ДУА ЧЕ, Flu 1) 
W , =| Tds -Гта + а) 4х0 Г(1 +y ul)dx; 
PARIM НЕ (CARD AMATE 20 
Раз H”, -Wing | Тиїйх, Wa= | fuds, 
ЖАН, WERA RERE xF НМ nÍ же Ж) 382) BRIRE. 


2 (u) --| Tuzda -f fudx- min | (1.3) 
УнеМ; -iucC?[0, /1u(0) = ы) = 0), - 
ІН МЕК АБВЕР НИВО IN GR. LREN, J(u): MR 
ЕРА НОР. ЖАЛЫ. (1.3 E oRIFPSA93 NIB ES, 称 为 
5 БІН. REFIERE AN, 174495, ЖР 
家 Euler 首 次 提出 变 分 法 ， 并 解决 了 不 少 在 当时 被 认为 神 冰 且 无 
法 解决 的 变 分 问题 。 后 经 发 展 ， 变 分 法 的 简捷 形式 非常 容易 被 入 
们 运用 СЕЛ), КІНӘ АЕК 362 [RI RE (1,8023 E 23 
法 的 基本 思想 ， | 

аху ЕКІ ЗУ А, Ат) А ЕЖ, АЗЫ, 
Hawa араға (ху 二 40(%}E 对， 所 以 对 扰动 ВА шох) 
Ек. 

vix) EM - (vx) €c'ro, 111900) = vclP) 0}, 
J JR] RE CT, 3) 3620 

J(u* Av) min 
JE UH ЕНДИ ЕЛІНЕ ЈЕ, китаби РИ Ж 
GU GOD IR aja, Bj 
PA) = J(u* 10) min, 
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НАЗ ЛЫН MB G), HESS YR EET. 知 ， 
3x A i8 БИ BR S ЛМЕ DA ЧЕ Se TEX 

J Cut + AV) | 12,7 0, BNP (00-0; 
ЕПЕРНЕ АЈ, ТЕРА ГЕЗИ ЛОВ NER EZ WS RES TE ZR 
p 75(u* + 1421 2. 220, ЕІФ”(092>0, 
这 样 ， 利 用 微分 法 的 知识 可 求 得 变 分 问题 的 解 所 满足 的 条 件 。 

值得 指出 的 是 ， 变 分 法 中 设置 的 后 动 冰 数 wx) 台 称 为 试探 函 
ФИ. КТАР ОЕ ЕЖЕН), ЇН ЕЧ ем, ХШ 
Ел, ВАО САУТ ВЕЕ да ЖМИ ESTE, EREA 
лада ЕЖ, АЗАН, ЖиеМ,сінеС Га, 01|ч(а) = a, 
u(5b)-B), ШәесеМ,.-іееС Га, 6]|vc(a) = v(b5) 20), Жб 
M:-(u€C*[a,b]]u(a) = 0), WveE Mo: = ("C Са, Б1| оса) 
= 0). 

现在 用 变 分 法 求 弦 平 街 问 题 的 解 亡 满 足 的 必要 条 件 和 叭 一 性 
Же, ВЕН Ыар + Au, ш ИЕ + Ал, WA 

^O = J(u* + Au) 


I І 
= zl Tos + Av) dx -| ra + Av)dx 


-Fl | 
-2) Т (u$)* + 22utu, + A vi]dx 
0 


- | Gut доа, 
ФО», = | Tunda - | fvdx=0, a. 
I 
ФҚ, = [vids 0, (1,5) 


BUSSARE, НЫ. CL D sr AU v, Mut СТ 3) SURE. 
(1 了 式 又 称 为 变 分 方程 ， 它 还 可 化 为 一 个 微分 方程 。 事 E, 


璋 用 分 部 积分 公式 和 案件 ba) 2v(52 50, (1,4) 20127 
“138% 


[Tuto da — (' fvdx 
а 5 


fred 
-| | -> - = f |мх- 0, (1.6) 


ереже, ЖИН, ЖІНІР ААТ ТАЈА ИЕ yp PE (Z 
WRAIDD 就 有 

(7? Fuif, x€, D, 

(ШҚ) = u*(D) = 0 0, 

这 就 是 纺 平 衡 问 题 的 解 所 满足 的 微分 方程 违 值 问题 。 由 于 这 
是 利用 Euler 变 分 方法 求 得 的 ， 所 以 通 带 称 变 分 问题 的 解 所 庆 合 
的 微分 方程 为 Euler 方 程 。 显 然 ， 这 与 力 分 析 法 的 结果 民 ,1) 和 和 
(1.2) ít — Sr I. 

ВВЕ НЫ ЕШ, ЛЛ ВЕЗЕ ЕА Ra ЖЕНИШ Н] LL. 
HHRH. жейін, 因 xEcC: 且 人 15) 式 成 立 ， 扩 以 变 分 
问题 《1,3) 和 微分 方程 边 慎 问题 (1,1) 及 (1,2Y 都 有 唯一 和解 ， 变 分 
问题 的 和解 也 就 是 边 值 问题 的 解 ， 反 之 亦 然 ， 有 限 元 方 浅 正 是 利用 
这 种 等 价 畦 性 ， 首 先 将 微分 方程 定 解 问 题 转 化 为 变 分 所 题 或 瑟 分 
方程 的 求解 问题 ， 然 后 再 设法 近 候 求解 变 分 问题 或 变 分 方程 。 


1.2 MIN CH 


EEG Ar HEERA ЕМЕЛ dE HZ; RUE HE 第 容易 的 。 由 
$1,1 中 关于 Euier 方 程 和 变 分 方程 的 关系 式 (1,6) 可 知 ， 只 要 将 微 
分 方程 两 端 玩 上 相应 的 试探 函数 并 积分 ， 即 可 得 到 塞 分 方程 。 科 - 
用 这 一 形式 上 的 特点 并 加 以 力学 解释， 就 有 以 下 虚 功 原理 : 

ШЕМЕН ” 洛 物 体毛 受 合力 对 一 切 的 虚 位 移 《〈 即 试探 图 数 ) 
所 做 的 功 为 零 ， 则 物体 处 于 静止 平衡 态 ， 


上 


ж 
bs )odu- (rede T du vl 


(1,7) 
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22 6730 - Td'u/dx! — f MARDA, ЗЕН 
| -T-P - f )зах= 0, Vuc My, 


| Tuo dx = | fods, vVue M,, 
ü с 


ОЕ, Тн 1,40. 

为 了 揭示 虚 功 方程 、 变 分 问题 和 微分 方程 边 值 问题 三 者 之 各 
F (6 да» RE 

аби, vy, =] Tuvdx, FO = | fods, 


于 是 ， 变 分 问题 和 虚 功 方程 分 别 有 下 述 形式 : 


JUD) = таби, н) ~ PF(u)-min, үне м, (1,8) 

alti; 0) = F(v), V UC Му; (1,9) 
(1,5) ACTAE Ж) . 

асы, у>, Vuc As. (1,10): 


-从 (1.8)、(1,9) 和 (1,6) 三 式 ， 很 容易 看 出 微分 方程 边 值 间 
Em. 3:42 E] BUR Е КЖ. RISCANT ШЕН 
” 定 变 分 方程 ， 再 相应 改变 形式 就 可 构造 出 相应 的 变 分 问题 了 .。 

由 变 分 法 可 知 ， 变 分 问题 (1 ,8) 取 得 极 小 解 的 必要 条 性 和 唯 
一 性 条 件 分 别 是 (1.9? 和 (1.I0) 式 ,这 表明 变 分 方 在 的 解 与 变 分 问 
题 的 解 〈 或 与 徽 分 方程 隐 解 等 价 的 一 个 重要 条 件 是 (1.10) 式 。 
ХЕ 0 Еа», SEARA S RM ШІ ЛЕ ЕНЕ 
ЖЕ, хас, "ӘМЕХЕН ЗӨЛНС, ЛОН ОТИТ 
ЗЕ, МУЖТСЛОКЦЕ ИОА ЕНЕ, 

НР 2 АИЛЕ GX Æ H x ЇЙ [aj p 8 RE ЕРТ 
— XE ИЕН, ЖАЖА ез, УК, AMRI 
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读者 还 可 参阅 [ 8 ] 一 [153。 为 了 简明 介绍 有 限 元 方法 的 需要 ， 本 
章 只 讨论 如 何 建 立 与 微分 方程 等 价 的 变 分 形式 ， 只 要 椭圆 遭 微分 
方程 育 唯 一 和 解 ， 微 分 算 子 的 粮 剖 型 条 件 就 自然 得 到 满足 了 ， 


1.5 ВЖЕ 


‚ДЕЗЕ ЗЛЕЛУ[НИЩ(1,3›ЖАЕ5У ЖЕСІ, OP, SERE БАК 
#EC’ ТМИН Т. ЗЫН Мі, SER Ж ФО Ж 2 
ТООН TERI КЖ ЕНДЫ ШЫ и НЕ T CT I. 另外 从 
ЖРК», REARED REAR Ro HRR ЖКнин 3; 可 
ERA ERAT. ЗЕН» ЖЕНІЛ ҚАР РЕ Из н УК TS 
25, ХАН, RHEA 

Hi(a, б), -ішіне1,(а, b), 8,6 L, (a, 5)), 

Hila, Ә.-ішізеН а, b) Наба) = u(5)= 0), 
其 中 гол ВАБ, CEMEL, БЕЗІ ій 
АЛЫНА, Вр 


LG, b) { у Глаза со} 


ЖЕН (a, ӨЗІН Са, 5)20Sobolev ШІ, Бен ын 
BERE EL FER HC MERR ЕЛІ Ын, CEEC, 
ӘРЕ, ERE, HA pR ч, НЕБО, RJ 
可 积 的 ， 所 以 w. 可 以 是 阶梯 函数 ，x 就 可 以 是 分 段 光 滑 但 整 体 连 
Жақ, ШЕЮ. 关于 Sobolev 空 间 的 简单 知识 读者 还 
可 参阅 第 五 章 $2， d 

这 样 ， EE AE П зд а» 


TW) = Тай, u)-F(u)»min VuCHiQ, D, (1,11) 


利用 变 分 法 ， 同 样 可 得 变 分 方程 | D. 
в(ч, 0) = F(t WVvCHit(o, D. (1,12) 
显 热 民 ,11) 和 和 (1,12) 式 比 (1,8) 和 (1,9) 式 具有 更 广泛 的 窒 义 ， 


+ [4] » 


(0,10 (1.12) AREE DU SZ ВИНЕР АЮ. 
ЭЕТ) {ТИЛЕДИ sÇ 
下 面 讨 论 一 类 重要 的 两 点 这 值 癌 题 


ka - g (su f raou fO, xe, by, ` 
н(а) = z, (1,13): 
p(5) du) + g(5)u(6) = B, 


MpCC'H2ai,7 0; q€ C Hqz2 66 ЄС"; ECHIS 0 
Ha, ERARE ace ct, HpCC'Hp0; q.f CL; Haz:0, 
g Fj; EAEE NEucCH'!., fg Bi, А р(ху= Г, qx) = 
0, и.(5)=а= В= ОВ, ODARE EA EE, JE 如 (1.13) 
S B3 PA S2 B TRI ЖЕ БУ РУ B e E HU RIS 
Во, "ЖЕН НЕНИИ ЕШ МЕ ЫЗ E H 38 H z 
O13) 5B RE ROSE жін. ЖД. 


[f Ce 4 (о) наи оа | 
-[ (o4 da 42 y tanv- fo }Фх — р-у . | 


| -f (8% JP. 1 quo о )dx - [8 абу) 


=]? de od d )4х + а буш бу») 
-|| fudx +в» | Сасы» 
HEX | 


a(u,v); = |. (dr ou dr quv)d x + (буш (буз), (1.15): 
Ftv), = | fodx + Bub), (1,169 
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BEER (1.142 ~ СІ 16) inv ЛАРА, TE Eur (1.13yurh 
-的 边 值 条 和 任 相 应 的 : УК, ÆU IDARE KERT M, 
ПОЕ (1,15). (1,16) AEH ЫЗ ЭЛЕН u, v 的 可 微 程度 也 
eMe. PATEN и 所属 的 函数 类 Hia, b) ЯККА ЖО S IR] 
Hiele, РУ F: 

“еЕНКа, 6), ={иЄ H'(a, b)[u(a) - a), 

vE Hlela, 8): әен (a, b)|u(a) = 0, 

ЖІН РУУЛАХ БАА, RANE 
n[JESN HE ERO 55 (1, 13) SB ZI Er ЖЕЖ ДЕЛУ ]H] Ый. 

alu, v)- FW), uc Hi, VvC€ His, | (1,17) 


га) = >a (u, w- F(uy=min Ушені, (1,18) 


ЖЕДЕН КИЕ» ENS 23 ЖЕНУ ВЕ BI, LRI 
3-2  Жаби, uyu ЛЕД. TAMO, OBEN RT A 
Билеп, BD tts 

alu, Fu, о) = а(н, VU) ға(и,, tU), 

(HU, 9, T U,)—a(Uu, гі» жац, 9,)% 
ір nfága (u, v) 是 对 称 的 ， ИП 

а(ш, u) =a(u, ш); 

Waria, v)70, Ва (о, VERRAAIER CE Bj 
WELEH. Ва с, +) 是 正定 对 称 的 双 线 性 泛 函 ， 这 些 宪 
质保 证 了 下面 两 个 等 价 性 定理 的 成 立 ， 

定理 1.1 ucc, ӘОПНЫ(а, b), MAARE (1,13) 
MFH REU IDS. 

ЖИ ” 先 证 必要 性 。 车 # 是 边 值 问题 (1,13) АЕ Вас С: (a 
f НЕП, Бб, (1,140, Ж 


È . 
| (Lu-f)vdx-a(u, u) - F (6)=0,  Vv€ Hi. 


Blu XE ОА (1.17) 的 解 。 
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再 证 充分 性 ， 若 * 是 变 分 方程 (1.17) АЈ Нив C * (a, 5». 
13 5 04.14): Ж 
а(н, v) — P (v) 


- (о 4 ae т +чиу )dx - [ ах 
теи 83% (5) 


-| |-3 (ра) +99 odst nuu еу fud х 


+ Cg (буи Фф) – BIv (b) 
-| Lu- Puda [pct оа — В} c) =0. 
Шоу 1: СО ШИИ, E3527 ИЕДЕН, Z LIB SF 82, DENA 


Lu-f-90, x€ (а, 5), 


р (5). йе) +g(b)u(b) = B, 


ХМ чєн, Ва (0) =&。 总 之 ， 证 得 su 也 是 边 值 问 题 (1.13) 
ЕЖ. ГІ 

定理 1.2 SXiucC*(a, b) HE(G, ё), 则 边 值 问题 (1， 13) 
SUE ARI (1,18) 等 价 。 

ШЕН ЖӘЙ A u* EaR (1.18) ҚОЖ, XJ (a) (EE 
分 , 旦 利用 @ С, 0 BJXERIOXEREE X PF (и) 的 线性 人 性质 ， 则 对 站 wE 
Нік (а, Б ЖАЄ РЖ 


I (u* + Àw) = iar +}, u* + Au) — F (u* Av) 


= J(u") +АГа(и*, u) JF (0) J+-2 а, v), G19 


HARZ, EHE.. HJME— B f, Ва (и, 0) > 0 

(VeC Hilir), Hiit E imu mau. 

JG + Ат) | ,-  =a(u%*%, v)—-PF(v)-0, Vuc His, (1,20 

БІ ОУ (1.17). ЕЛІН Же СЕП НЕН C10 X, 

iul zfES1.18gj542) PEIER, ВПГ ШЕ Наа Ж Л {ЕЈ (1.13) 的 
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йй, 

必要 性 Жи 是 边 值 问题 (1,13) HRH u* € C* (a, 5) [| 
Ні (2,5) „Д [Ep 5p BL, 10] bA EE PEBSTEBH, БІҢШ ДЕ HEAT T 
程 (1,17), 5—3J7 BURG В долы i (1, 130 rk — W EJ EF IH 
S00, 0) 7»0(Vve€c?(a, D(1Hig(a, 00). rax BIZ] SE Fa B. 
结合 (1,19) XB Au HEREDA C1, 180 BUB BU RIDES 
ВЕЕ — р Е, АтИч МЫН (1,18) Aih DJ 

由 定理 1, 1 和 和 定理 1, 2 ШЕН Шш КЕЗ; 

CD 变 分 问题 或 变 分 方程 解 的 光滑 性 要 求 比 微分 方程 解 的 光 
背 性 要 水 低 ， 与 第 分 方程 等 价 的 变 分 形式 的 和 解 称 作 习 解 ， 微 分 方 
ВЕЧАР Е Е. ӘҢ иесі ны. ЗЕЛЕНОВ 
一 到 的。 因此 ， 利 用 变 分 形式 求 弱 和 解 具有 更 广泛 的 实际 意义 ， 

《2 对 于 复杂 的 边界 条 件 〔 特 别 是 高 维 情 形 ) ， 按 值 癌 题 的 
求解 一 般 是 困难 的 。 渤 将 微分 方程 转化 为 相应 的 变 分 问题 或 变 分 
厅 程 ， 则 只 需 处 理 第 一 边 值 条 性 ,无需 处 理 第 二 、 三 边 什 条件， 
志 为 第 二 、 三 边 值 条 件 已 包含 于 变 分 形式 之 中 。 这 一 特点 对 研究 
微分 方程 离 获 化 方法 及 其 数值 解 带 来 了 极 大 的 方便 ， 

СЗ) 利用 确切 原理 将 微分 方程 化 为 等 价 拘 变 分 方程 《又 称 虚 
Эуе) 是 非 带 方便 的 。 利 用 这 一 形式 转化 的 特点 ， 人 们 可 以 就 
各 种 形式 的 微分 方程 (如 对 称 或 不 对 称 的 、 线 性 或 下 线性 的 精 贺 
列 微 分 方程 形式 地 移 造 出 与 其 相应 的 能 和 解 方 程 ( 即 变 分 方程 ) 。 
推 为 例子 ， 重 复 本 节 中 构造 变 分 方程 的 办 法 ， 很 容易 构造 出 与 非 
对 称 微分 方程 边 什 问题 ; 


Lu- -d (peo Уса) $5 +а(хуш= fon, 
x€ (a, Ё), 
uta) -а, 


p (b) 50... g (b) u (b) = B, 


HWA Eo EE GEDE) 20 

a(u, =F (6), чЄНЇ(а, D,  VvcHig(a, 5), 
КЕН! (а, 5), = (u € H' (a, by]u(ay -а), 

Ні. (с, by, -ішейл (а, b)|via) 20), 

G (u, U); ШЕ LP ae 


tron fuv eq GO uv ldx + ө (Буш (b) v (D), 


Pv. =] Ішік +В» (b), 


$3 Ritz-Galerkin 方 法 


一 切 各 态 稳定 的 物理 辣 题 ， 都 可 用 极 小 位 能 原理 建立 相应 的 - 
变 分 问题 ， 租 求 变 分 问题 的 解 却 不 是 一 人 容易 的 事 。 在 漫长 的 一 
妥 时 间 里 ， 人 们 总 是 利用 变 分 臣 把 变 分 问题 转化 为 一 个 相应 的 
Euler 方 程 《 覃 微分 方程 ) 求解 、 但 这 带 案 两 个 困难 ， 其 一 ， 解 
微分 友 程 得 到 防 经 典 解 着 不 一 定 是 变 分 闸 题 变 求 的 加 和 解 ， 这 样 的 
经 典 解 有 了 时 与 实际 问题 不 符合。 这 是 因为 将 变 分 问题 求解 转化 为 
Ко Jy ЕИ а, EBJ WRAAE Ek, К, WARDER 
США) долы РНЕ ЙО E W EIN, Ke 
ЗАЕМЫ. х® ҖАЕН ЖАЙПЫНЫ НАНЫН 
TUE 7. 

19094Е, W. Ritz 在 “求解 数学 物理 谈 分 问题 的 一 种 新 方 
广 ” 一 文中 提出 了 变 分 问题 的 直接 解 法 ， 拷 到 了 求 变 分 问题 近 做 
艇 的 新 路 子 。 后 来 如 alerkin 将 Ritz ЭЖЕШ Ж ШІ БЕ, ін 
直 反 解法 的 应 用 范 国 得 以 扩大 ，Ritz-Galerkin 方 起 的 基本 思想 
是 用 有 限 维 多 许 函 数 直接 代 痊 变 分 问题 〈 或 变 分 方程 中 的 无 限 
维 匈 许 函 数 ， 从 而 在 有 限 级 函数 空间 中 求 变 分 疝 题 〈 或 变 分 方 ` 
FE) 的 近似 解 扩 7， 并 且 要 求 当 有 限 维 容许 函数 空间 的 维 数 不 断 
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ЊЕ, ӘИЕЛ ТАЈА (或 变 分 方程 ) 的 解 。 
Ritz-Galerkin 方 法 求解 变 分 间 题 (1,18) (或 变 分 方程 
(1,1725 的 基本 过 程 解 释 如 下 : 
1。 选 取 一 组 完全 的 基 男 数 争 | (x) G=, 2 和 一 个 满足 第 
— XE SS TEEUPE Su, (Xx) $ [S8 
u, (a) =a, Ф,(аут-й, i=], 2, = 
XS Н is: =spaní@, (x), @, (x, "€ 
v (x) = Хау (x),  VvGOCHig 
Нь. = врапци, (х), P (X), P (X), e, 


t(x) = tu, (X) + > сф); 
т 1 


其 中 cj 和 dj 为 自由 选择 的 参数 . 

2. Hn A6 ЛЫ А ЕЛ РЕВА ЕР „Пл НА 空 I 
Vs. B 

Va c-cspan(u, (х), Ф (х), Ф, (5), vn, Фф, (х) ), ` 


и, = и, (X) + > суф, GO, Vu, €. 
Fas = Брап{ф, (х), Ф, (5), ce, @, (5), 
U, = Y d,9, (2), 

于 一 上 


9. TEHIBAE ЖТА КР, OR MERELE ВО НЕН) 
导 求 变 分 问题 《或 变 分 方程 ) 的 近似 解 。 为 此 , 将 #, 和 vt, 的 表达 xL 
代 作 变 分 间 题 的 简写 形式 (1, 18) 式 ， 就 得 到 一 个 在 有 限 锥 容许 函 ， 
ЖҮЗЕР, ҮЗЕ ІНІ ES; 


J (u,) = Заби, н.) – F (u,) 22min vVu.cy., 
ak ЕП 
(шз = gaout Xem, 


„+ 147 = 


Ha + xe, )- F (u, + Xe.) 
j=! і- 
_ [1 _ F с. 
- y 0e н.) (п) Haugs 24 019. ) 
1 一 X Е З. 
To > ер,» > C P, Ғ У е, Ф, 
2 = 1 і-і іші 
= const, + | , v o, 
* a (v ж ‚ } 
slaf Xen Зен) н(е), 
à хр. ¡=i im} 
iik. 536 T tt TECC Су, +, c HIRA ЕЛЕҢ 


AE, GRIFH АА ЕЗ e TU PECORE AER S НА 
J (u) 取得 极 小 值 的 必要 条 件 ; 


OT (W/O0; =a (u,, Фу) +--а(Ф,, PE ) 
1 Ё 
+ 5o( сар, v; )e FO) 
p=} 
= (и, + ‚> Ca, pi) - PF (%;) = 0, J = 1, 2, +, Mn, 


这 完全 等 同 于 将 4 RI 9, 表达 式 化 人 变 分 方程 人 (1.17) 式 的 结 时 ， 
事实 上 | 

а(н 2,3 = (ш), — Vv, CVs, 
T 55 p 


afu, + Pu m d; vj) ü F( > 4,е;), 
p2 dya[ и, к 24 Саф, P) = p2 а,Ғ (D) А 


GUI v BS [e b, A E d, (0, w, 0, 1, 0, =, 0), Fil d; 
‚Журн А HRK IESS “ШЕК, КӘНЕ, MA 
-上 了 趟 就 可 写成 


ң 
аи, + 5 сую, v,)- F cp, 71, 2, v, n, 
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的 形式 ， 因 此 当 a(:，*) 对 称 正定 时 ， 无 沦 是 Ritz 花 还 是 Galer~ 
kin 方 靶 ， 都 是 池 有 限 维 函数 空间 中 求 变 分 问题 〈 或 变 分 7; £D 
的 近似 解 ， 并 最 后 隐 结 为 同一 个 线性 代数 方程 组 ( 称 为 Ritz- 
已 aTerkin 方 程 组 ) ， 


5 аф, фус, = FP) -aits Фу. у=}, 2, a. H, 
1-71 


Bj! 


|491, vi "а Pus Ф, ) = 


Би 


C, | оен р, | 


a(9,, p.) - na (Ф, P.) F9, -a(u,, Ф.) 
(1,21): 

的 求解 问题 ， | 

НКЕ а (+, +) 的 正定 对 称 性 决定 了 (1,21) 式 系数 矩阵 


АҢ ЕЕ РИ ЖЕНУ, БІН (1, 210 Е, ЖШ C, С, +, сат 
即 可 求 得 (1.17) 或 (1,18) 式 的 近似 解 4 = we G) + E e (x) p 
xC[a, 5], HXin-ool[u,—u, 

ЕК2 НО ее SH BON NU u KT sk 2 ` 
— Ë, IBU 38939 N. Кі ЕСКЕ ЕЗ, mGaler- 
Кіп ATEHERE, ЯҒЫ Galerkin 法 较 Ritz 法 应 用 J^, Jy 
ЗЕН ЕЕЕ, KHa, ОТЕ АРЫЫ, PiXpP— xx. cs 则 
REH Galerkin m ARI, 

总 上 上 可见，Ritz- Galerkin 方 法 也 完全 适用 于 直接 近似 求解 
高 维 问 题 ， 男 外 ，Ritz- Galerkin 近 似 解 还 具有 许多 良好 的 数学 
性 质 ( 参 见 第 五 章 84 ,因此 Ritz-Gaierkin 方 法 是 简明 而 优美 的 ， 

传统 的 Ritz-Qalerkin 方 法 通常 选用 代数 多 项 式 或 三 角 多 项 
式 或 正 交 多 项 式 作 基 岗 数 ， 为 潢 足 零 边 信 条 件 ， 还 要 在 此 菇 而 上 
5. Aiia = (0，#) 且 基 函 数 在 区 间 两 个 端点 都 为 
РІ, НГӘЛІх(1-хухі-і(і-1, 2, e) 或 sin (ixx) (4-1, 
2, 238; а= (0，1): 且 当 基 函数 在 да 上 取 零 值 时 ， 可 选取 
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x(l-x)vy(1—5)x*'!y!' aksin (алх) sinia y) (k, i= 1,2, *) 

等 ; Ж0-((ғсозФ, rsing)|r€[0,1), ФЄГ-л,л)), TAA ; 
5-1. (*-1)5Sinp, (r*-1) cosp, (r*—1) віп2Ф, (r*- 1) 

.C0829, «TEE EX. 

作为 例子 ， 用 传统 的 Ritz-Galerkin 方 法 解 边 值 问题 ; 


—u* 十 村 二 — x, x€ (0, 19; 
(1,22) 
u(Ü) = u(]) = 0, 


Еа НУ ОНИ ДЕ JF Zx 1 {К ЕН АРА | 
q,(x)-x(1-x)x!!, ісі, 2,-, 

Am EE— A Bi Ир Жн, (x) 可 写成 

u, = Xem G) x - x) (C eux eux), 

pA4n-21, Wju-6,x(1- x) .此 时 ,Ritz-Galerkin 方 程 为 

ahes (p12* + (m ах = | -xt (1 — x) ах, 


HRe = сір T ， Mu x 4). 


Hes:-2, Ши, = c x (C — ж) ке,х7(1--х), 经 简单 H = 
ABRitz-Galerkin $125 


3. 3 1 
| 197207 71р 
i 3 13 1 


dc 得 cj = 一 Se" Ca = Z, FE u, = x (1 — x) EE ta). 


TT (1,22) НУНА Etu (x) = sinx/sin1 — x, FE 列 一 
H J Au (w) I РЕЧ, (5) Би, (xy 在 和 = 174，172，374 处 
:的 立 数 值 。 从 表 中 数 亿 可 见 ， 利 用 Ritz-Galerkin 方 法 获得 的 近 
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+ 


ИАА ыр 


— m лл ш 1 иш цу шишин л 
---ш.........----ч.-------------------"-ы 1 --- 


但 是 ， 实 际 应 用 中 的 问题 要 比 上 面 的 例子 复杂 得 多 ， 按 传统 
取 基 画 数 的 方法 用 Ritz- 妃 alerkin 方 法 求解 会 遇 到 许多 原则 性 的 
困难 。 一 方面 ， 对 复杂 区 域 CAH A E, HAHH 
在 整个 区 域 上 光滑 且 满 足 边界 条 件 的 一 组 完全 的 基 沙 数 是 极其 困 
难 甚 至 是 不 可 能 的 : 另 一 方面 ， 形 成 Ritz- 台 aierkin 方 程 时 需要 
MAFREN, Pli, HTE n TARA Ritz-Ga- 
lerkin 832 НКЕ, БЕНЕН ЕР n (n + 22 /2 个 积 
分 ， ШЯ, XRÉDRARRitz-Galerkingo ЕШ, ЕН 
基 栈 数 的 取 著 ， 方 程 组 的 条 件数 大 ， 会 出 现 数 值 不 稳定 ， 无 论 用 
先 代 法 或 消去 法 都 会 遇 到 很 大 困难 。 由 于 上 述 困 难 和 计算 工具 不 
理想 等 原因 ， 遇 然 1909 年 就 已 所 出 这 种 优美 的 直接 和 解法， 但 无 鞭 
用 于 实际 计算 ，Ritz-Galerkin 方 法 长 期 不 被 人 们 所 重视 ， 

60 年 代 初 ， 我 国 应 用 数学 家 将 康 和 国外 的 应 用 数学 家 几乎 同 
时 所 出 了 有 了 有限 元 方法 ， 该 方法 成 功 地 保持 了 Ritz-Galerkin Jj 
法 的 优点 ， 并 克服 其 缺点 炖 直接 东 又 得 新 人生。 有 限 元 法 之 所 以 被 
人 们 重视 和 广泛 被 应 用 的 原因 在 于 ，(1) ЖӘЕ Y УН 
Ritz-Galerkin 方 枝 的 优点 ，(2) 把 脱 了 传统 的 基 函 数 取 法 ， 方 
ЕНЕМЕ ЖЕНУ AT BE OH 多 项 式 疹 限 维 试探 画 数 空间 的 基 
曾 数 ， 从 而 成 功 地 克服 了 传统 Ritz-Galerkin 方 按 在 应 用 中 的 起 
кі, (3) 各 种 问题 的 计算 程序 格式 统一 ， 便 于 计算 机 自动 处 zm, 
这 些 特 点 炖 有 限 元 方法 获得 了 下 大 的 成 就 ， 请 读者 在 学 习 和 应 用 
有 限 元 方 靶 的 过 程 中 始终 注意 体会 这 三 个 方面 ， 
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有 限 元 方法 首先 将 敏 分 方程 化 为 一 个 等 价 的 变 分 方程 (或 变 
分 间 题 ) ， 再 用 Ritz-Galerkin 方 莫 在 有 限 维 赣 数 空间 中 求 变 分 
方程 的 近似 和 解 。 有 限 元 方法 与 传统 Ritz-Galerkin 方 法 的 差别 在 
于 有 限 维 限 数 空间 的 构造 方面 。 传 统 的 Ritz-Galerkin 方 法 上 所 进 
用 的 基 轩 数 社 整个 定 解 区 域 上 整体 光滑 ， 而 有 限 元 法 UN Ay Ж 
(Ст) 连续 皇 局 部 非 零 的 其 男 数 。 这 种 匡 别 是 关键 的 ， 它 不 仅 使 有 
也 2j0 法 在 结构 与 做 法 上 产生 了 许多 固有 的 特点 ， 而 且 使 有 有 限 元 法 
职 得 了 传统 Ritz-Galerkin 方 法 所 不 能 比拟 的 巨大 成 就 。 下 面 将 
ЖЕН ЖУ ЕЕ. 

^41 ЕЖ 

用 节点 a= х„<хү<е<х,.,<к,= 6 ЖАН Ша, 612330 
及 小 不 重 选 的 小 区 ЇН] ( 称 作 单元 ) Ei..-ix,., xil, ісі, 
2, t", fl ich = xu, — 5» h = max, R 3pm col hp, 
一 般 铺 党 下 可 采用 均匀 分 划 ( 妈 = ісі, =", m, (НЕЕ 
情况 下 可 据 实 际 疝 题 的 上 需要， 采用 非 均 名 分 划 也 是 有 2k 89. Ж 
加 ， 社 立 数 和 值 变化 较 大 的 地 方 单元 可 分 得 细密 些 ， 在 别处 单元 可 
ті. | 


4.2 KET 


29 Dp EEAPDEGXBHRitz-Galerkinjàk, ЕБ E EH 
3X, МЕНИН ERZSI СНОН ЯЕ 25 Ур PEDE Ж 
V.CHk, HisRitz-Galerking; н М Bg. ӘУ, ЕНЕ 
性 多 项 式 尔 数 空间 是 可 以 适合 要 求 和 的 ， 这 类 函数 的 特点 如 图 1,2. 
所 示 。 

FARAR ЗЕР РАН, БОЛЕЕ CK t; uy 
AU, X Jy Би, Et 是 线性 函数 ， 所 以 
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Ni X Х-ХІ 


Hpg (х) ZH. 
bE 1-1 Ai-i FER 


式 中 ， (Ox 7 x) /hi 4, RI (x —x,. 2/81 ПТА 
X, "Ix ERIS IR JE А dE DEA, 若 在 每 个 单元 上 都 如 此 作 由 线性 
SIRRA, MAEL, DIKER E 线性 SAAE 
数 u,{%x)， 且 可 表示 为 线性 组 合 的 形式 ， ~ 


и, (X) = PERZ (х), хеГа, bj, Ate, (X) A 
WALER, HERRY | 


[ayasa СЕЗЕ ЛЕРІ X41, 
P, WEMA WELXI Xiri 


0, 别处 ， i= 1, e, 1-1, 

| ( x - x) /h,, хеГх,, Х|], 
- ! N : (1.23) 

bb ñ 别处 ， 

(x — x,- )/R,- 15 хСГх,-1» %,1, 
P 09 7|, 别处 。 
Ф, (x) 的 形状 如 图 1， ЗЕК, Ф, (*) 也 称 作 山形 函数 ， 它 有 

ТЖ: 
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І, іш f, 
0, EST 

M  (w)ysp i (w)y=0, 16-7222, (1.24) 

КЛЕЭЗИЛЕЗЕЛ 171-3222. 

НАЗ ОНЫ РАН. TL Egi E er ШИЕ ЕР) 
АННЫ HA ESRB ІЛЕ FARE, n Иш SERS TS 条 性 
Жиб(а)-а, u(5) - B, АЖАН 

V,-span(,, Pis =, 9,), Р%-взрат(Ф,, +s р, |}; 
如 方程 边 值 条 性 是 4ta) = а, u' (b) = B, 那么 相应 地 有 

Р„=8рап{Ф„, Pis s Ф,), F,.-span[(e,, Pis ees ф,}, 


48 有 限 元 方程 的 形成 和 计算 


考虑 两 点 边 值 问题 (1.13)， 将 9 (x) 4ü A +8 RI BS Ritz- 
Galerkin 1,21), ELO ELE TR 2C 2; Ra Н 


x Pi ЫДЫ 


KU = В, (1,25) 
其 中 
(90 vi) табе, s Ф, > Н 
ЕГІ 9.) сө.) Ф, N. ij 


-[ 1) ~ (аф, qi». 
FAT, ) -a(49,, Pa) 
юке ТКА ШЕЖІРЕ, PH EL X SE 
KNIEIBME, BARKER, 由 (1,24) 式 知 K JE 3 P ЕЕ. 


НЕЕ End REIR С.З ЕЖ, KAB 
tH 2538 АУЕ ERA (хаж, +ёВ,, i=], ду тз» п-1): 


a (pi, Ti) JU » 2E 


= hi, (ре. téh, dE z. КЕ 十 上 Á. )62 dé 
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жү loc, + Eh уду В, | ах, tEh DOE dE, 
ісі, 2, +. п-1, (1,26) 
а (Ф,, раа) (7. - -Aqif р(х, жай REC 


rh | ах Eh DEG – 8048, і-0,1,4е,П0-1, (1,279 


x í 


1 
acm, ai, eo =] е = = вз рса. +h . )d2 


Xr-1 
ға. | q(x ав, 0801—5296, 
і-і, 2, +, Н-1, (1,28) 
а(Ф,, P.) |. * + IDP DT 
=h; | р(х, +éh,.1) dE 


thnaa | aCei th DE dE + 906) | (1,29): 


па(Ф,. QD, ілі. 
(1.30 
0 н J>1, 


5 b 
FG) = | FOP dx + 8e 0) - | }#\х)Ф,(х)ах 


GLa, Ф) = асер, Pj? -| 


= ZU NIC + 6h, 1 )5а5+ А; INIT + ERM ~ Bde, 
}=1, 2, m, n-], (1,31) 
b Ен 
FD sj foo codx Bo. co =| +в 
өлен кЕй,1951-Ғуағ--8, (1.925 


其 中 |”， 表 示 在 单元 [x1-:，*1] 上 相应 的 积分 . 
特别 地 ， 对 于 边 值 问题 


» 155 х 


一 дын = f(x), x€ (9, №); 
(a= 0, 


du (b) к 
| dx + g(5)u(b) = B, 


其 有 限 方程 中 的 诸 积 分 很 容易 算出 ， 利 (1,26) (1.28) 式 和 
《1.31) 式 ， 可 写 出 有 限 元 方程 组 中 第 ;行人 f = 1, 2, s n-1589 


(1,33) 


RC | 
/ _ 1 1 
м Ф) du., t hi + 
| aP Ф;.:) = — 1 > 
| h, 


| 1 (1.34) 
| а(%,, Ф,.;3<- а” 


(Ф) ZA Eh, f Cx). 


ЖЕНЕ, MSh, 则 与 (1,25) 式 相应 的 有 限 元 方程 组 为 
. zi | FED 


2-і ы 
- 1 м.-а | | ti, | | В, + f.) | 
| | 
-1 2 — 1 MEN deg e 
-1 l+g(5b5 и, | ' 
| gi 2 ELE -1: +Ë | 


--ЖИЫНЖ, pO. gCXOR Сх, ЯБА АННУ 程 
友 且 用 Gauss 求 积 公式 计算 。 但 采用 多 高 精度 的 求 积 公式 与 有 限 
泡 解 所 能 达到 的 精度 密 鞠 相关。 当然 ， 使 用 过 高 精度 的 求 积 公式 
是 没有 必要 的 ， 但 也 决 不 应 当 由 于 采用 了 低 精 度 的 求 积 公式 以 致 
损害 了 有限 元 解 可 以 达到 的 精度 . 
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Б ЙЕН, YTRET. KAHA Gaus Ж ж d| UL. 
T. йал ERE, = (w rx 2, ШЕН КУДАЯ Ur 
精度 的 中 操 求 积 公式 : 

|, pd dx e hp o + ОА), 


| qOOET CX) T dx =q(xz )h /4 кОСАР), 
Кя 
j. q(xw)po (x)g@;(x)dx -qí(x,)h,/1- O (ht), 


J. [Сх)Фу(х)4х = h, fE 2. 

— 50, Вт усац АВА ЕР ik РД 
ЕЕ ЛТА АЧ ЕЕ Ву, AGAS TSEEHEESBRDRARASXL. 

ЖУАМ САЎ ДА ЖТА) ПЕНЕН, WKE 
3 对 角 逢 阵 ， 故 可 用 追赶 法 解 有 限 元 方程 (1.25)，、 这 是 理想 的 解 
法 之 一 ， 因 其 计算 工作 量 为 口 (站 多 六 是 内 节点 个 数 或 有 限 元 方程 . 
ШН). ВЕНА ЫС КОН, Сх 最 后 还 可 以 
ТАЈ 1,13) Га, 6] F8948 ER 563 UW КАУ, 


N 
их) = 2 w 9 C), 


并 可 据 此 计算 一 切 需 要 计算 的 函数 值 ， 如 其 单元 节点 或 单元 中 其 
点 处 的 位 移 什 或 导数 值 。 


$5 二 次 元 
通常 情况 下 ， 线 性 元 解 x《*) НЕЕ СЕЛЕУ — 
Hiu- ulle =O, Ж p ЛЕН АШ. dd 
"СНОН ERRE, ALTRI DLSRJE ЕКЕ НЫН (高 次 
元 ) HRAM, Makaa, Plinu ЕСІ Ж 
WARR (CKE), Wuk- ulrl =O, | 
现 讨论 在 一 个 单元 = [xi-iy х7 ERDE T Lagrange Яғ 
е 157 • 


ЖШН РИК. 209 UE, ЖАА EX Loan VEN -aCA N 11. 
ЖУ, (w) E B| ах Li RIA АҚЫН E RE PA 数 ， 
"ПЕ ЛЕК # ИЛА БАЖ, Ші, Са) ЗІН ЕЖ Ж 
性 组 合 表 示 ， 且 有 
Vu gU x) Su, NI TaN tu (xy, 

N ((x;) =, уэ N.(x)& P.(x), 

RUE BRIME = h11:0x — x,.,), ОВЕС. 5,1 87300, 
4] 标准 单元 这样, EDS... LEHREN Lua 00 50, 
1, DAPA EDEL, 175 ЕЕРЕЕ р XE ON ,,,05) 
ES P DHARAT. 


ВМ ТН. (3)-М.013-0, KO 
含有 (&- 5)та- оня, BA 


мо re- 二 -小 


ЯНА ЕМ, (оу =1, BIE 


M | 
NC) = (25 - 1Y(5 15, | No(£) Мул (d) 
нам 
N ia (8) = 48(1 — 8), 
N I(E) =2(2-1), o 
k= ot iñ say a 3: BR BE B : 
21,4, 图 1,4 


利用 点 = hi. x- Хуш)» іші, 2,0“ “, nH Si Б Eh, Ин] 
将 标准 区 间 [0， 13 上 的 节点 基 昔 数 亚 换 为 [x ，- із x] =l, 2, 


ғ” n) БГ АЙ, MER ЖИЕН, Ay 
JE BORED ДЕЕ ЖР, Сапфир СИҢ, AALS. 


. 158 * 


mr 


ху Ха Ж Xayr Xi Win View: Xi 


图 1,5 
Ж, ик) = E eae АА ЗЕРРЕ k BUG dE 
PERDERE AEREE, Blu, C ВЕ 0 НГ 


BERERA, ША, uXOCH'HBBEESUHISZEZH RE 
зі. 


仿 §4 的 讨论 ， 见 可 将 二 次 元 用 于 有 限 元 计算 中 ， 具 体 计算 公 
式 从 路 ， 著 有 必要 ， 读 者 可 以 自行 推导 ， | 

特别 地 ， 与 (1,33) 式 相应 的 有 限 元 方程 组 中 那些 和 内 部 单元 
苇 左 及 单元 中 点 有 关 的 元 素 为 


| а(Ф;.,, 91) Tu 


аф р 909 hias 


I 


а (pi, Ф.) = 3 


EEEN 
_ Š 
E (p I. 90-54!» 
= Ў р 
аф; +13 T». ge 
a, 914) = Is (1.38? 
a {Pisko фар) = 2А, 


а (Pir Piet) = Lh 


• 159+ 


FOOL death 
ЕФ) = ВР. 


55 关于 提高 有 限 元 解 精度 的 讨论 


НІН JL ЗАТЫМ КЕЛЕ А АЗА, AAF 
л т OR HERE а, (ХӘЛЕН АЛАН. ЖЕЛ 
ЖЕЗ» ЖИЕ ТЕ b" EG 


| аьа CE) нү, CK tu “ұйы, xcEi 
ЖИН CIRH) 
ul gx) = (Qu, — u,  .)/ hs, xCE,;.,, 
Н КЕШЕН 


Iu c(x) — ug(x)]s = О(в 1), x€ EG -0,,n-1)5, 

luy gx) ~ ирк). = ОСБ), xC E GR, --,n-1). 

х= Аа ТЕ ЕШТЕН, EA ERG BU AE eR 
L, ҮН РИИ S SO DI “ЕҢ ЗЕТІН ЕЕЕ? 这 是 有 限 元 
ARREA RA, GE: y СНЕ, 

ГЕ л, ШИН ХЕ ОВИЕ Б Га, 87 L 2 — Br М 
BP, Вих) нх). = O ЖЧ дінші, us, so, 的 
МЕЖЕ, ІН-БЕӨҢНІЕЕШЕ» #4《x*) 在 整个 区 间 上 一 般 只 
9—0, Blu Са uila Oth)， 但 在 每 个 单 苑 的 中 
Ак С ta) 2 bk, u$ GE РЫН, Blu! G- 
u.s = ОСА); ЭН ABER EA G лылы 
РІМЕН Сы ШЕ ӘН, ИПЛЕ! C E.G 
E HART ЩЖ 处， 利用 内 插 得 到 


Uu .二 Ву, (ж,у)+ uL.) 
тель = —— — Н 
Hr -Нікі 
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从 而 有 

ихо) СА )| Ü = OCA), 

对 于 二 次 元 ， МЖ O EER ГАЈ Га, 57 上 一 般 有 3 
E, BHü|uCx)-cuuOx)|a = OCA? ),. ЖЕҢ A Aoc ya 
4b КВИН НЕЕ, ТӘ КӘНЕ, 
ТЕЎ -%,20,28867513468 处 ,二 次 元 导数 值 上 其 有 3 Bris EE, ИП. 
Іш! (KR) — ut (XY) = О(В®), 在 单元 内 的 其 它 点 处 ， 导数 信 只 有 2 
阶 精度 ， 当然 也 可 以 利用 位 移 佳 值 或 导数 佳 值 作 内 播 或 外 推 P 
获得 其 它 点 好 的 相应 佳 值 ， 

利用 宵 限 元 超收 合 特 性 可 有 效 地 提高 导 数 近似 值 的 精度 ， 热 
要 有 效 地 提 相 有限 元 位 移 侍 的 精度 ， 可 采用 外 推 技术 ， 先 对 定 解 
KEC, SERRO A Mini MATERE HA, HHRH 


ERER) БЫН, BOUE E A4, 也 可 计算 出 
ЯҢ КУ ГОА НЕЕ Н (х). 对 线性 有 限 元 解 ， 在 布点 xx; 处 利用 Я. 
nA 

i. 0x4) = Ган, a Gr) — u,x,2], 
则 有 

|H. I (X )-u(w y|. -ОС(А/2395) бізі, 2, ++, п р) 
TA GEB ДД; ЖЕЯ НЕ P dl 

AGO = AULA GO) tü, Кету 
WH 

Ig (GE 9 ЧС, 1 = 0((R/2)*) (i = 1, By [a fi -— 1), 
ХАН ан, ETAs PERDE MEZ 


Upsala) EAE )-tu,(x 1, 


则 有 
Jl. Ë (X /)= u(x le = O((h/72y%) (i = 1, 2, ө, п— l)p 


a 16} = 


TEA лыр жж, 处 利用 肉 揪 公式 
"CIA = fila tx, ) YH,4CX..u21, 


EE 
[#, (x,2 0С) | = OCCh/2)*) (=l, 2, +, n — D), 
lk. ЖІН ОИК ІКӨКЕ. БАЛАН УКЕ ЗІҢ 
ЭТН НИНЕ, TUA HRPE ALIFE, ixJÉ—b 
AS i — ОРЕ НЕЧЕ ИНЕ nS, 356 3x 77 Hg 
知识 ， 读 者 还 可 参见 第 四 章 81 ， 或 参阅 文献 [9]、[143、[193~ 
[23]. 
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第 二 章 “” 解 二 维 椭圆 边 值 问题 的 有 限 元 方法 


在 第 一 章 中 ， 我 们 已 就 一 维 栓 贺 志 值 问题 讨论 了 有 有 限 元 方法 
的 基本 思想 及 其 实现 过 程 ， 即 先 建立 与 徽 分 方程 等 价 的 变 分 癌 题 
或 变 分 方程 f 再 构 址 由 分 女 连 续 国 数 构 成 的 有 限 维 函 数 空间 并 利 
JüRitz-Galerkin 方法 ， 便 得 到 月 限 天 方程 组 : 解 这 个 伐 数 方 
程 组 就 得 至 节点 处 的 有 限 元 近 伺 和解 ， 这 一 思想 过 程 闻 样 也 适用 于 
二 维 情形 ， 且 更 能 体现 下 有 限 元 方法 解 二 维 福 回 边 值 问题 的 优越 
Ж, 但 由 于 区 域 及 英 分 划 的 特点 ， 也 随 之 产生 了 某 些 新 间 题 。 例 
如 划分 质量 好 妹 严 个 地 影响 善 有 限 元 解 的 精度 ， Эд BORED, 
PEERS ЈЕ КЕБЕ £M NORRIS IL 2675 ЕАО 
жі, ABD Аы НІ, | 
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1.1 Шаншу | 
WQ JE x— y НИН, ЖИ да € HBOCHESS iH 


НЕ; 110- 2120, oQ0-Tr.Ur,, EJES EB ES 
Lu= —(pu,y, — (ри,), +ru= f, (x, VEQ, 
(X, y)-a(x, y), (x, y)cr;, (2.1) 


POPE косх, yy (х,у), (x, »Э<Г;, 


Жі, p(x,y)€ с:(ӨН min plx, y)7-0; r(x,y)€ C*(Q) 
Hri, уу>0; alx, EC'H g (x, 5020 f (x, y) 
СС"); ди/дп 表示 4# 沿边 界 曲 线 的 外 法 向 导数 ( 见 图 2 1), 


ди _ ди Qu 
он 7357-60809, х) t-gy COSER, У); 
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Вх, У) осх, УУЕСЧЯГ,), 
ох, ууф, а(х, y) € 
CT) WE Agr, BH 过 
ИШ Г, 组成》 MIR 定 ? 与 
9 A+ 20 9, 

士 述 亲 件 都 是 为 了 保证 这 
上 问题 (2,1) 存 在 唯一 和 解 u € 

C'R), 

. 如 果 系 数 р(х, Ууш], r(x, уу- 0, (2, от 偏 撤 

分 方程 就 是 Poisson 方程 
—AUn —-ü,,—u,,2 f(x, y), 

E kia m B ERIS. ЕНЕ CE REO E EB [n] 
ЖІ, ЛІП ЕНУДЕН НА, Fb ККЕ, Жа du BE Le [61 
ЖД, PERSERI DnA S, Kisi FE TI S: CE XU, 
BEITER hapa t — 用 边 值 问题 (2， ЭЁ Poisson FERE 
ІНІ E a: , Мы 


1.2 ЗЕР Ж 


如 同 $1 所 述 ， 边 值 问题 (2.1) 的 解 wE C* Co УШШ, 
тти КВО т) 式 相应 的 变 分 问题 的 解 〈 弱 
解 )， 我 们 引进 二 维 的 Sobolev 空间 (参见 第 五 总 82) 

H (Q): =(u(x,y)|uC L,CQ), u. C L,CQ), «€ LC) 
其 模 定义 为 . 


ЕНЕ =| (HT ug 十 up dxdy, 
Q 


REE, TA. YEfkUIZERUPSTEM EO КЕҢ НІ 
ШАА HM), fEJÉEISBOEHURM. HELLE, 
Нкаут ARETE, ХЕН--РЕЖЕ ЕЕ Ж НУ. 


БІНЕН r=, xt + у? <+ E BE SK и=(К—1п>)", (ete 
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1/2, ЯҢЫ, ШАН 
| , u^dxdy- n [Inr| *^rdr« co, 


CD шу, BI 
|. C CY en eC Ye 
= NS inr |**7? penc! de 


_ m - (In2)«- Pom, 


Buca), " H 
limut x, y) = iim |-Inr]^- + бо 

ЇЙ, ú= (- nry ШАМА. ЖЕНТ Sobolev 空 
ІН “ЖЕНЕ”. FHEAE RIS ЛУЫ 61, 

1.3 БС НЕШЕ Hr E 0T C 

与 第 一 章 讨 论 此 问题 的 方 潜 类 似 , 可 先 形式 地 构造 出 与 (2 1) 
沁 相 应 的 恋 分 {可 题 和 变 分 方程 ， 热 后 再 证 朋 它 们 的 等 价 姓 。 为 
省 ， 我 们 先 在 形式 上 观察 

| (Lu - Dodd, 
AT, v, у) ХАНША, H. DAREA, Ж 
ЖЖЖ ә(х, у) ТЕГ, HALER, ЕГ, LRR. - 
利用 Green 公式 
|-едмікау- | puvdsdy-f рисоз(п, ад», 


| <әзуіхау- | рви,е,4хйу- | ри,сов(п, yyods, 
ЖЕЕ | 
| Lu- Dedady 
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gu 
= | (pu w. + puypy+ruu- Jfoydxd y -( р 2-ю 
2 x” x Г» T 
-| (pus, puyuy + ruv feydxdy- | СВ - guyuds 
12 3 


-| (piv кишуіхйу | ouvds —| | Ғғахау 
Bn Га £2 


+j Buds I. (2,2) 
入 人 2,2) 式 中 的 二 次 证 将 和 线性 证 图 分 别 为 


айн, v): -((св%7иХ/в e run) ахау + ІШЕ (2,3) 


Fiv}: -| fudxdy+| Bvd s, (2,4) 
р ra 
并 记 Нау: ={чЄ Н (бу іг, =а}, 
HigC 5s -іген алі ы = 0), 


从 而 在 形式 上 可 建立 与 边 值 癌 题 (2.1)》 相应 的 变 分 问题 和 变 分 方 
程 ， 


Ји) = аи, u)-F(u)»min, ВЕН), (9,5) 
和 | | 

alu, у= (т), чЕН(й), Уәені-(а). (2.6) 

读者 由 оби, OREX. DATERA H, аи, u) — ii 
SKEUXRERPEZRPÉ. (2,1 5h REBWME—PEXHH T абу, >o, Wi 
正定 性 证 肖 见 第 五 章 83， 有 兴趣 的 读者 亿 可 参阅 文献 ГА) ~ 151 
中 的 有 关 部 分 ， 

“КІНДЕЯҢ УМЕ|ВІ ES JR ШІ Жең ЖЕНУ 206827 I0] E035 Ur 

XEm2.1 Жж ғесхкаолнкаовжезің (2,5) 的 解 ， 
Шан EZBERE. D; Бор», ЖЕҢІН ES (2,1) 的 
解 ， 则 4#* 也 是 变 分 问题 62.5) 的 解 。 

ШИН  Gu*coc'Ooo0HBEi o МЕНМІН, 558: ЛӘ, 
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ABA 4 u-2u*-iv (ДЕР, ARRAI, НЕН 人 Ба) 的 
дык, НЯІН аби, ӘУЕ. ЖЕЛІ FOORE, ЖЕН 


J(uy= FCu* + Av) = таби + Av, u*-pAv) — P (u* + Au) 


= табий, ху — P(u*).rApaCu*, v) — бету] клат, v), (2,7) 


据 变 分 法 ， 则 变 分 问题 (2,5) УЫ E T S БЕ JN 8883 a AHE 
一 性 条 性 
Jalu” + Au) |;- = G(u*, 0) (у) = 0, (2,8) 


ЖІ 
J5Q* Av) ,. = a(v, пус, 22 52,9) 


ХБН сқа)», MEURA, DVAMA 
айч%, u)-— FO) = | ‹ pVu*vu -ru*v)dxd y 


ñ f ourvds - [ fvdxd y - f Buds 
Pa D Га 


= | г ~ (put), — риу)» +T ru* — fjeod xd у 
ди* 
"I ou 


= ГІН" ~ f]udxd y + p9u on- vds = 0, 
J. INI on | 


ЖИИ АЯК ере (ЖШН, НУ Ты, £- 
852031), SUE 
- 5. ЖД; 


uds ‚|, (ou* – B)ed s 


+ ru" = f, (х, уса, 


р(х, у) $2 — коб, у)и*= Вх, y), (x, YER, 

还 因为 说 EC? NHKA), BrElu*| p = @(®, y), ЕНЕ" 
WEZER, D, 

ЖЕУ НЕ НІ (2.1 FE Bu te ct( Q ГСО), ШШ 

(2, АЯНЫ Ж (2,6), Хао, вур о, уос H 1C) 
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«АЖШЕЕН ILES ARS), Вто ЗЕ RIRHC2.5) 取得 唯一 极 
小 解 的 必要 条 件 (2,.8) ИЕ ЕЕ, 9), о 也 是 变 分 问题 
(2.589 Ae. [1 

仿照 定理 2.1 的 部 分 证 朋 ， 读 省 易 证 边 值 问题 (2,1》 和 变 分 
JIE 6) BS DEBE, BU S 

定理 2.2 CC OB НК о), BUR]. D MÆ 
分 方程 (2.6) 等 价 。 

应该 注意 ， 变 分 问题 (或 变 分 方程 )》 的 和 解 ШС НОО), —% 
HIERT C 气 如)， 甚 至 可 能 是 不 连续 的 敌 数 ， 因 此 它 被 称 为 相 
bz XR) Дур AEREE. COANE ATAA.) 
ПОЛЕ. HAS 3236 X NE ES XB. Meccan 
НКО, P X ЕЛЕ — 0, iEIS2.DEDEZU2.2 TE 
反映 了 这 种 一 致 性 ， | 

变 分 回 题 取得 极 小 解 的 必要 条 件 是 变 分 方程 ， 雁 一 福 条 性 是 
二 次 泛 男 9(v，0) 在 试 标 肖 数 空间 中 正定 。a(v，v) 的 正定 性 也 是 
《2,1) 式 中 微分 算 子 的 椭圆 性 的 表现 ， 世 是 边 值 问题 (2,1) 有 了 叭 一 
解 的 表现 。 正 困 为 这 个 原因 ， 我 们 总 是 先 假定 边 值 问题 有 唯一 
和 解 ， 这 和 样 就 可 以 毫 不 费力 地 建立 起 相应 等 价 的 变 分 形式 (当然 避 
解 也 是 唯一 的 ， 参 见 第 五 章 8$3); 然后 再 仿照 第 一 章 的 讨 6, Wl 
用 有 限 元 方法 《有 限 元 方程 此 时 也 是 唯一 可 解 的 》 解 得 边 值 问题 
的 有 限 元 数值 解 。 如 果 不 知 道 边 值 问 题 是 否 唯 -可 解 ， 或 从 实际 
问题 中 直接 建立 起 变 分 问题 ， 那 就 入 要 在 理论 上 证 明 徽 分 算 子 的 
本 圆 性 或 变 分 形式 中 二 次 斌 函 的 正定 性 ， 以 保证 有 限 元 方程 唯一 
可 解 。 | 

— 38 X4 (Ei Ie) ШИН E 70575 2E E АННЫ T — ЕЕ, 
好 从 变 分 问题 或 变 分 方程 出 发 〔〈 变 分 形式 在 有 限 元 方 盐 中 所 起 的 
ТЕШ Ж —15$2Н 1), ЖАШЫ Ritz-Galerkin 方法 将 变 分 方程 
离散 ， 即 犹 得 一 个 在 有 限 维 空间 中 求 极 小 解 的 有 限 苑 方程 组 ， 上 其 
SN SRE ЕНЕ АЕ ЖЕН ТЕНЕ ТА КЕРА ОЗТ ДО ЖОЖ. 
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32 三角 线性 元 


用 有 限 元 方法 解 二 维 籍 圆 边 值 问 题 村 ， 应 用 最 广 的 是 三 角 线 
性 元 即将 定 解 区 域 分 划 成 若干 个 小 三 角形 ( 称 作 单 元 ); 在 每 个 
单元 上 构造 插值 型 线性 函数 ; 用 分 片 线性 《每 个 单元 上 线性 ) 但 
整体 连续 的 函数 近似 代替 变 分 问题 或 变 分 方程 中 的 位 移 函 数 。 


21 三 角 章 分 与 节点 编号 


将 定 解 区 域 恕 分 划 成 若 寺 个 小 三 角形 单元 4， 见 图 2.26)、 
6), 每 个 单元 的 外 接 贺 直径 和 内 切 圆 直径 相应 记 为 有 和 PP， 和 且 记 
hz max, қ s 
三 角 剂 分 时 应 注意 以 下 儿 点 : 
.1 为 了 方便 构造 插值 型 函数 ， 要 求 每 个 单元 的 顶点 一 定 是 
相 旬 单元 的 顶点 ， 而 不 是 相 邻 单元 边 上 辣 点 ， 见 图 2.29)、5)、c)，, 


图 2 .2 


2。 为 了 保证 有 限 元 解 有 较 好 的 精度 ， 要 求 三 角 前 分 是 “ 正 
规 ” 有 的 ， 部 要求 每 个 单元 中 尽量 避免 出 现 大 的 锁 角 ， 见 图 2 ,3g)， 
耳 对 一 切 单 元 来 说 和 /Pi 的 上 下 界 越 接 近 越 好 。 

对 一 般 有 多 定 解 区 域 很 容易 作出 正规 章 分 ， 一 切 单 元 的 举 合 ra 
ERI 0 Ду. ERNA ATEA до LH дз 00, 
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可 很 好 地 逼近 00. 这 就 是 说 ， 三 角形 剖 分 具有 很 好 的 灵活 性 和 
适应 性 

HA ZAND Q, 可 以 是 多 种 多 样 的 ， 特 别 可 根据 实际 问 
题 的 需 村 安排 节点 的 位 置 。 例 如 对 扳手 进行 受 力 分 析 时 ， 可 根据 
沧 弹 性 力学 的 简单 试验 结果 或 根据 经 验 ， 让 扳手 区 域 三 角 分 划 的 
TAREAS, ME 2.3。 在 位 移 或 应 力 可 能 出 现 较 大 变 化 
的 区 城 ， 例 如 图 2.3 中 等 位 线 数值 较 高 处 ， 可 适当 加 密 节点 ， 而 


A 


< 


ZW 


“дь. 
М. 


L 


ЧЛ ББ ӘМІР, Pš pikir RRE BU B = 2 
ІҢ, Жылан, {НАЖ ЕНЕР ЖЫНЫН, ПЖ. 
急剧 变化 的 。 ы 

再 将 0, а, БЦ, Be EE 
将 直接 影响 有 限 元 方程 组 系数 阵 的 结构 : 若 用 直接 方法 解 有 限 元 
方程 ， 则 节点 编号 顺序 还 会 影响 存 贮 量 和 计算 量 ， 车 用 某 种 选 代 
法 (如 SOR 方 落 ) 解 有 限 元 方程 组 ， 则 存 贮 量 和 计算 有 最 可 与 节 点 
编号 顺序 无 关 ( 参 见 第 三 篇 J。 02 
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2,2 面积 坐标 及 其 性 质 


在 三 角形 单元 上 构造 插值 型 函数 ， 并 不 简单 类 同 子 一 纹 和 情 
形 ， 它 有 自已 的 特点 。 为 此 ， 需 要 从 痢 的 角度 进行 研究 。 

演 虚 一 个 三 角形 单元 ， 其 面积 计 为 SS， 其 顶点 按 反 时 壬 顺序 
јо An dg ЖА ЖН. 和 胃 为 顶 节 点 的 编写。 在 此 单元 
内 部 在 取 一 Р(х, у), 连接 也 和 和 三 个 顶点 ， 此 单元 则 被 分 成 三 
个 小 三 和 角形， 它们 的 面积 分 别 记 为 Str、Si 和 5, СОШ ЕЕ 2, 4), 记 . 

І;-5,/%, L = Su/ s, Lx = S.S, (2.10) 


显然 
让 Яң» Lg. L0, 


Lit Ly+L+x= 1, 
| |, mca (2,11) 
0, m", 

从 而 ， 单元 内 在 一 点 PP 的 位 置 可 由 一 个 三 维 数 (IL，LIj，LIWY 所 
HE PRIER, YRA Lo Ls LOdjÉ——JXBU. BI S 
{Lis Ln L0 9 32 28. 

利用 而 积 坐 标的 定义 ， 可 以 很 方便 地 确定 单元 中 任 一 点 的 面 
秋 坐 标 ， 且 可 建立 起 一 个 面积 坐标 网 。 如 图 ?8.5 所 示 ， 吨 ;点 的 面 


,了 一 站 


аса == 


L ;=1⁄4 
/Li= 1/2 
' Fi ' 


N 
Ei=1 Li=3/A Li -1/2 1,-1/4 
[32.4 El2.5 
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RAAR EU/4 1/2, 1/4), P, 所 的 面积 坐标 是 (3/4，1/4,0), 
以 后 将 会 看 到 ， FUH SAP ETRAS PRT, 15 ИВ АНА ЧЕ 977 


(gi. 
ТЕАТ НЯ АРН, RIA ` 
x 1 x; Ур 1 ху 
29-2 1 X; Ур 285,9 1 X, у 
1 хуу, 1 х,у; 
1 x y 1 x y 
25; =l 1 x, 1 29,71] 1 X, у, 
1 х, X; 1 x; X; 


Li ERE = AE Guy Уз) + Qu IX On Y) 

L; = is, = gl Cni - Ух) + ОУ — yox + (X T хуу]; 

L. = S = ps (xu x + (у, yox s Qno xy o 

(2.12) 

从 而 可 得 ЕЕ 

{ x La NH x, K = x+ Gr — X) L + (X, — ТЛ 

у= L + Yıla t УТ = У + Y; УОТ ty YL 
WES Lo Я-ір» 则 《2,13) 式 表 肯 了 一 种 变换 ， 它 把 

#-y 池 标 系 中 的 任意 三 角形 单元 映射 为 5-1 坐标 系 中 的 标 瞧 等 腰 

Бяс ЖЖ, AE 2.0 所 示 ， 这 个 变换 的 Jacobi 行列 式 为 


A 
——À 
| . A; 
- o 1 


[12,6 


(2, 18) 


. i72 


ЕТЕТ 
Еа е, Ы 

USE әр | YTI ITI. 
ША, ТЕ ГНЕ дал РБА Ж = 
Айел, ВЕ АА ЕЕН НЛ ШАК CEDE. АЕРА О) 
жаа Е Ji Дал. НЧЕ] ЯЛАН, БЧ, AHA REAR ЕН 
计算 工作 简单 化 、 标 准 化 。 为 此 ， 我 们 列 出 几 个 以 后 本 经 常用 到 | 


的 公式 。 
由 (2,12) 式 可 得 
Фа = 39- >, Рр = обу ху» 
9L (у-у), ФР. lox, (2.15) 
бсо» дез. 
t3 (2, 13) RIC2, 1 40 Pro n] £8 | 
dxdy- лаға", (2,16) 


趟 中 ， 了 由 (2.14) 武 所 定义 ， 它 反映 了 伪 射 变换 的 让 大 倍数 ”下 
2.13) 二 分 别 对 xx 和 3 了 有 求 导 ， 有 注意 复合 函数 答 分 法 财 ， 即 得 


| д& . ду /, n _ _ ду f, 

ах Ən / ""' Ox JE *° (2.17) 
| 05 _ _ Ed J 9% „ дх /J | 
«y алу”: ау JÈ 


利用 面积 坐标 还 有 一 个 好 处 ， 攻 一 基于 x 和 ?的 名 次 多 项 式 
各 是 次 于 面积 坐标 La Li. ТА 的 日 次 齐 次 式 ， 反 之 亦 然 。 究 实 
上 ， 只 需 考 虚 关 于 x* 和 的 QQ 次 多 项 式 中 的 在意 一 个 单项 式 
Om X S OLM + по), HIDARN A 
Oma XTY" = ау". t Lyt L )9 >=> 
=G, (Xx L, +X; L; t SL) (y L + YiL + YiL)" 
* (LtLit Ls" ", 
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这 三 个 括号 展开 后 ， 分 别 是 关于 Li La Е. ВЭТ. % n 
HFF Q-m-miR&N. HUS 
Gap X y 0, РИГЕ p+qg+rr=Q. 

这 就 是 说 ， 任 意 定 区 在 三 角 单元 上 的 多 项 式 隙 数 ( 特 别 地 如 搬 值 - 
函数 的 基 国 数 )， 在 采用 面积 坐标 后 ， 形 式 简 单 且 更 便于 设计 和 
b Н. 

НИЕ AE АРУЫ E AEEA E БАЯН АНЫН Ж} 
易 计 算 的 ， 可 以 利用 下 面 的 Euler 积分 公式 : 


|р алдата = || LIL Ld LL 


H сату 


ЖАРЛЫ 


2,5 ZAREE 
任 一 个 三 角 单 元 上 ， 可 唯一 确定 一 个 线 往 揪 信 示 数 
uu x, »-X N Kx, yo, 

其 中 u, 为 三 角形 单元 顶点 4 处 给 定 的 函数 值 ，N (x, у) ЖА) 
XB RSS E f AGE. ERER, 

TI АНАА, E- TAE TER AEA, 
НИНЕЯ E TAROT RRR A a AM, БП. 

- [1 Li, L) 5 Са + CiaLo + СЫ; 

АСА) = д Р. ілі, 2, 83, 

其 中 Cal ізі, 2, 2008 SE Ж. ШШ ОВЕ ВИНА JE UR 


жағ 

Ni i= Lis N= Ly N s= Ls 
ЁТЕ ЖА АРЕН BG C£ VE St fi ЖУАН. ЕНІ 
ZABA A A EME, MAR ERMER AA 32 7529 


ux, Уу = SD La. (2.19) 
ТЕЖ н бА ЕЕЕ AE ERR EE ARE 2,743. 6) 
4 174 " 


NV: OX, y) N34 (xy) eO А 
A^ 
Аҙ А, 


А, A, 4, 
q) 


h) 


d) 


| [ 27 
- 0) 所 示 。 图 2,7d) 则 宕 示 在 整个 区 域 分 划 中 编号 为 i 的 某 节 点 А; 
A BOME BOIS ДЕЕ Ф,(х, у), VE 4; 处 为 1， 在 以 .44 为 顶 
所 的 所 有 三 角形 上 (这 些 三 角形 称 为 节点 4 的 云集 ， 记 为 supp 
АрФ ХЕ ЯН, ЖА, 的 文集 外 p, 者 等于零 .图 2,76) fl f) 
表示 了 Al S68 的 支 集 ， 图 2,78) 和 АТ АЄ 8 的 支 集 。 总 
=, KAT А АЗАУ HA Б 3. 

1, =, 
lo , i j B 416 supp A (2,20) 
lee yC P (x, у), (X, y)C€Ssupp Ais 
ату Т ТАНМЫЛ-ТЕЖ д ES XE p (z, y) 
-(iz], 2, == NG N 2J Q, 中 节点 总 数 )， | xx E АЗЫ 
ЖЫ E B B 27 Fr £x FE {Н {Ж УЕ B АЕ ЗЕР, 

V,-Cspan(9,, %,, ee, PCHA), 


2,4 有 限 元 方程 组 及 其 计算 公式 
HEDRER ATARAR, RARE HIEN 
“175. 


( Pil Ai) = 6 = 


中 满足 各 种 边 值 条 件 的 分 片 线性 整体 连续 的 图 数 。 例 如 ， 设 六 是 
EHER, BAEHR T ERU, AE u (x, у), 本 
表示 为 

Еле 5) = Xe MONS 


(2,21) 
40 »P ег? = quA ы UC А) = ON Yi 
作为 试探 函数 (x, y BDI u (x, у), BERA 
1 N 
s - Фф 8 $ 
оба, у) X9, yv, (2,22) 


сар И er* ~ 0, 


利用 Ritz-Galerkin >}, Ж(2,210Ж1(2,223 HEA EAS 
[RR C2, 5) 8 2622 2; £2 (2,6), ЖІ 
аи Vp = I" (vu, H, n -асх, Y). Шр | г» =0, (2,23) 
| 


М 
2, 9(%;, q ju = FCU), ісі, 2» е... N, (2,24) 


i= 1 


其 中 
| а(Ф,, Ф) = n (р(х, y) V9, vj 


trix, y)9,9,)d xd y «|. gg p d s, (2,257 
| FY) - | fp d xd y + j. Bo ds, 


Н 53 (2,24) 9, aP, Ф,)5П FO I) PUS S SERS ЖЕ АХ 
Е EE SE, ЧЕ НИЛ НЛ НЕН, Н.А ERA IX HL ЖЕР 
IAS >. 
有 限 元 方程 组 (2.24)? 是 一 个 形 如 
RU-F | (2,26Y 
的 线性 代数 方程 组 ， 其 中 


. 175 = 


aP, Qi) 9 aly, Фу) | LIS FU 
гел zas s. 4. s U =i š: ! Fu ү 

аср, Фу) о“ афу фуу. | ty | (КФ) | 
КУЕЛАНИИЖЯЕ, ПОВ, РАНЫ. 

носе, ORJE, ДАРОЕН А АНЕ 是 
ЈЕДЕ ЕЕЕ, MAARA ЖЕН 02,24) а (2.26 y Ka BE, ЖЩ 
AICH, s, "АН К u ЧА КАЛИН. у(х, УУНУН 
тА u, 可 表示 为 

чах; у)- Xue, y). 


НАЈ Bon TEDERS, Hien, АЕ АН 8 3u е, 
JE АЭС БУРМЕ АНЫ p, eR, WERT га 
3ü E75 BR ER u БШ 


E Ё " 
LH Gi; 44, LHE Fi 
BE # | ' ' 
231 dE аҙ, 03 - Fj ! 
| „е # ” ' 
Oki б, а, ци ' рү, 


其 中 ， а} = 0,6%, Фу» БұзіР т), аә», » SFO 时 = э, 
分 别 表示 整体 积分 a(。，…) 和 (，，，) 在 单元 ee 上 的 限制 。 这 
个 单元 е 上 的 有 限 元 方程 可 简 记 为 ”KU = Fer | 
并 称 к. О, SIF. 分 别 为 单元 刚度 矩阵 (或 子 网 阵 )、 单 元 位 移 
fu sal t 132) 4 

О, Ж ЖЛЕ ЙА NUS, ШИЕ ZK RI FF, 分 别 扩 
ЖЖ МХМ ЗЕТ ЛАА, ПЁ) УЙ ЕРЕЖЕ, 7, А 7 
按 实际 大 小 放 在 矩阵 及 向 量 的 相应 行列 上 。 例 如 ， 当 1 之/ СА, 
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F.- ( нен 7 е оне КК), 
Et Je 6 НЕЯ GC IESUS EE, Наш 
елж. PRENERA G Кн: 

È K... = X Fen 

得 到 有 限 元 方程 (2.24) 或 (2,.26) 式 ， 其 中 

K= X K.. ， F= È F. . 
EX 38 85 а UL BE ЖЕЛ ЛЫН ОЗІНЕ EE AB ACRI В 
З Ж. АХАШ, Айма ылы E HS дА 
ХЕ НЕЕ ТЕ НЕ ЕН, НАН, ілін de BE n kk 
Ж, VPE sS Hi T ДАП НИЕ Д-Т: ЖЕП ДАЛАН TREE ЖЕН 
算 问 题 。 这 种 办 法 的 结构 清晰 ， 计 算 过 程 很 规则 ， 目 前 介绍 有 限 
元 方法 的 书籍 中 一 般 都 是 采用 这 种 全 加 的 办 法 来 形成 有 限 元 方 
程 ， 就 是 某 些 国际 上 有 名 的 有 限 元 方法 的 通用 程序 也 都 是 采用 这 
种 办 小 形成 有 限 元 方 在 。 但 作者 认为 ， 采 用 这 逢 办 法 的 结果 ， 总 
刚 误 和 拢 阵 可 采用 变 带宽 存 贮 而 不 能 求 用 非 零 元 素 压 缩 存 贮 (参见 
第 三 章 ) ， 浪 费 了 不 少 存 驻 单元 ， 不 利于 繁 型 机 和 小 迎 机 解决 规 
模 大 的 有 限 元 计算 问题 ， 

本 节 将 介绍 出 一 种 形成 有 限 元 方程 的 办 法， 这 种 办 法 有 利于 
ІБЖ ЖІК, СЕЛК НА, ZUÉDRDPEET SE 
过 程 全 自动 化 ， 尽 可 能 地 减少 手工 操作 景 ， | 

下 面 讨论 有 限 元 方程 (2,24) 或 (2,26) 中 诸 积 分 的 计算 公式 。. 
由 于 基 函 数 的 局 部 非 零 特征 ， 利 用 (2.12)、(2,15) 和 (2.20) 式 ， 
易 知 有 限 元 方程 组 中 的 诸 积 分 都 是 与 节点 记 处 位 置 密切 相关 的 ， 
读者 应 注意 这 一 点 。- 

对 内 节点 了 ， 当 了 的 所 有 邻 点 了 也 都 是 内 节点 时 ，(2.25)7 式 
中 的 边界 积分 项 为 和 堆 ， 所 以 有 


I -| tec, y) Ф), (Фи + р(х, у)(Ф),(9),14х4у 
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+f rc, уэуутихау 

- >| Кете y[(y Yak yi) + (X, Хр) СЯ — Ұ,)1 

dxdy E| gE Co) L GS 3) LG Y)dxdy, (2,27) 
J = j р(х, yECPO + (O0); 14хйу + | rix, уҙФрахау 

- >| зрб, EG yO): + (ж, - х®]4хду 

к agir C) LEGS 3d xd y, (2,28» 

п-| Ғо,уиікіу->| Ка, ух yydzdy, (2,29) 
其 中 ， 忆 表示 在 以 廊 为 边 的 所 有 三 角 单 元 Ar 上 求 和 ， 当 j= i 时 ， 


УЛИ ў 为 顶点 的 一 切 三 角 单 元 A, PRA. 


NX P. ruf dix. УЖЖ, ТИИ ЕШ Е 8 
HRERS. REDET PEE, ШР, гни, 
不 访 设 为 1， 积分 式 I — H RUTH ЖНА, RENAR? AA 
人 2.18)， 手 工 就 可 容易 地 算出 ， 


I2 xis (Fh + Ri) + 125.) 


Л = s E ki) + rm , {2,30} 
Щ = 2; 15, Gs Ni. 


对 于 Poisson 方程 和 正三 角形 分 划 和 情形， 参见 图 2.89), ЖІ 
用 (2,30) 式 不 难 算 出 


а(Ф,» Ф) ~ 3/8, i=1, 2, =, 6, 
а(Ф;, ФУ-2,/3, б (2,315 
(f: POSEA 4— 6 НЕСІН Gauss 积 分 计算 。 


- 179» 
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图 2 .8 
APT PoissonZ ERI LAS ЯРИ, £5 41 E32, 805.0), 
Жұма, x R y PBB ELA Ka 设 节 点 编号 为 浴 标 式 编 
号 ，(1，j 站 的 邻 点 中 没有 边界 虑 ， 记 中 ， 让 节点 处 的 整体 节点 基 
PES v, 则 利用 (2.30) 式 容易 得 到 与 该 节点 对 应 的 总 刚 秩 元 
圳 和 右 端 项 元 素 为 | 
а(Фү, Pi, J| 1) = -h/f а(%;, Pisi 3? = ТЕЕ 
РИД Фа) = 208, /h, + hf hag 


(2,32) 
ҮС Piri, зва) = СФ фу... jaa) = Б 
кез pr) = Ah hif. 
ERI ES h = h, ,= h j, £ 
CPi Pi, je) = Pi Pian D —1; 
| (Фи Pi) = 4; (2,38) 


‚а(Фу, Фу ++, 1212 7 4(%,), Q1-1,1412 7 05 
. (f, PD Rt fu. 
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HATA J, 当 其 邻 点 了 有 部 分 位 于 了 下 上 时 ，(2.25)》 式 中 
的 边界 积分 项 为 零 ， 但 总 刚 阵 元 索要 受到 强制 边界 条 件 的 影 啊 。 
ЖЕЛ НАНЫ, S538 11 іт 的 邻 点 是 内 节点 ， 编 号 为 
{т +1 Alim +r 的 邻 点 是 第 一 边 什 节点， 那么 对 应 7 了 节点 处 的 有 
限 元 方程 (2.24) 可 相应 写 为 
PICO Q yt, = FG. 
ECE PES EE LAEI у) = (х, Y075u,-8, WERS. 
D абр, Фри FO- D афи, Фуа, (2,34) 


(2,34 T 3 P 2525 ERR S68 (B0 2: {Н E ERIT ЖЕЛЕ. 

对 内 节点 j， 当 其 邻 点 1 ЖЕЛТАУ ҒЫНЫ, (.25)3]j: 889 
还 界 积 分 项 也 为 零 ， 总 刚 阵 元 素 的 计算 公式 仍 同 于 2.27). 
29) 式 。 | 

Ti WR ER- LEA NÆM P 处 的 有 限 元 方程 
(2,240 (2,260, МЖ 

а(Ф; Фу 1, аф, 9,)m0 (іс),  F(Q@;)=a;. 

= ra $ Л šB hyr Ti ЕЕ, ЖПІЕ2. ӨҢІ» (2.25) 式 中 的 
DUEB IET I. IH MI, {Н 
(2,25) 式 和 的 边界 积分 项 不 为 堆 。 此 时 


pix XR VOX, ERGE i 
《Cr 直线 让 上 而 变 为 一 维基 函数 情 
形 ， 因 此 可 采用 第 一 章 §4 中 的 有 关 计 


Bo CH 
Q (s) = УТА, 
Ps) = | is| 7 Hi], 图 2 .9 
Ы (2,25) 式 的 边界 积分 项 计算 公式 为 
N= | осоре, ds = >| 0с) ll ds; (2,35) 


- - iis] 4 36 
| у= [Всей >| ср s, (2,36) 


式 中 也 表示 在 一 切 与 了 的 邻 点 f 的 连 RC THESE Et Е 


求 和 。 

总 之 ， 对 分 划 О, 的 各 个 节点 进行 循环 判断 和 计算 ， 便 可 Ж 
效 地 处 理 各 种 边 值 并 形成 有 限 元 方程 组 (2,24?。 对 此 ， 读 者 还 可 
参见 第 三 章 §$4 中 的 表 4. 

最 后 ， 根 据 问题 的 规模 和 计算 机 的 容量 、 述 度 ， 选 择 适当 的 
解法 去 求解 有 限 元 方程 组 ， 并 编制 程序 上 机 计算 。 关 于 有 限 元 程 
序 设计 及 其 过 程 中 应 该 注意 的 问题 ， 将 在 第 三 党 和 第 四 章 介 绍 ， 
关于 有 限 苑 方程 的 高 效率 高 精度 解法 ， 将 在 第 三 篇 详细 讲述 。 
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fà 
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第 三 章 ” 有限 元 程序 设计 中 的 几 个 问题 


本 章 主要 讨论 有 限 元 程序 设计 的 总 刚 阵 (大 型 M k E OE 
巡 、 网 格 自 动 生成 及 自动 生成 有 限 元 方程 组 等 方面 的 处 理 办 法 ， 
还 提供 了 计算 框图 。 据 些 ， 污 者 可 以 编制 利用 有 限 元 方法 求解 实 
БЕІН НЕН ЕЖЕ. 


S1 总 刚 阵 结构 及 其 庄 缩 存 贮 方法 


由 于 有 限 元 方法 采用 了 分 片 可 徽 的 整体 节点 基 遂 数 ， 所 以 这 
些 基 水 数 航 局 部 非 才 特 性 就 决定 了 总 刚 阵 具有 大 型 稀 玖 的 特征 。 
事实 上 ， 对 于 总 刚 阵 元 素 aP, OREHA EHA HBA 
н, ЖЕНЕ а(%,%;)ә-0,  Ша(Ф,,ф,) = 0, FREE ФАЙНЕ 
Uje, ҚЖЕЛЯХІЯНЕЕ, Жм, ЧИН. š 
ШІБЕРЯНАЛЫ» m ЕНУ ЯЕ ИТНЕ Aae. 5)-—J775 080. М 
Ri ЕНЕ 29 CR RE SE Ж UBER XO OCT Rd iR, A 
如 图 3,1 和 图 3， 59) 是 同一 区 域 的 剖 分 但 编号 不 同 ， 图 3,24a) 和 图 
3,25) 分 别 是 与 之 相应 移 矩 阵 结 
He А, ZERERA 
I SS IE—IERDEM AS BS. 

ШЕННЕН, Mp 
Ы» ЖЕЖ. ЕЛ 
fy aki =Z ЖЫЛУ, mH 
ШІ Ел SS Е ñ ШЕНІ, d 
Д,(2,30) 一 (2.33) 式 ， 此 时 总 出 
阵 元 素 虽 然 分 布 复杂 1Н + i, ZE 
贮 ， 当 前 分 单元 不 规则 时 ， 必 须 


将 总 刚 陈 元 素 作 有 ЖИ И 
T. EERE EER 
Жн RE 7675 E22H INT E HH. 


1.1 ЖИЕККЕ 


ЖЕЛЕЕДЕРЕ GL 
2 М ЖШ, £e 0518.19.) 
манои, ол 
—— = 角 部 分 ， 
Ж Z 3.29) 523. ДӘ 53 
ЕЕ ЖАКАУ BU R t: 
ЕНЕ E (V, MER 
框 及 其 对 称 部 分 外 的 矩阵 元 
吉 { 生 为 零 } 不 会 参加 消 元 过 
Ei. БЫН» ЖЕНЕ 
Аса, ЖЕРЕ 
BE. ЕНЕР WE р BJ 35 £ 
TRELER ARAR H 
ЖЖЖ). AER rH dU 
有 不 少 零 元 素 。 

ШЫ, ЖЕДЕ ШЕН 
对 和 角 北 以 下 的 变 带 窜 部 分 的 
ТЖ т Cup Ey) fede 


s 5 7 9 lí 13 15 17 18 
` 
m 长 
x * ж 
+ 4 * 
+ # x w" * 
. wt | > 
"HN | 县 +} + 
1 = 
1 * =." 
| „rle ..Х к ж 
: 1 LA 
”yj | * ww ho" 
LET | “гей. 
t | а =" 
| vay “ 
| + „Г 1» w." * + 
r | 
|= т; + wur om o 
|, r | MM 
L* i | айын 
| 
[ wn nz 
r 7. 
Еа). L 
a) 


于 一 委 数 组 由 ， 为 了 查找 和 使 用 方便 还 需 癌 时 站 Jay 币 元 要 的 次 
序号 。 例 如 对 6 阶 方 阵 天 采用 变 带 宽 存 迪 ， 用 于 ( 按 列 ) 存 放 短 阵 


元 素 的 一 继 数 组 是 


Е-(<ғ,1,Е,1,8,:, Roas Rss R is ез Баз, Raas Есау Rans Ras) 


TF BOSE ATRAE ESFI 
184. 


一 维 数组 是 


Po 
| Rai а” XJ PK 
| 


Ез; M 
K = "a 
0 баат... 
Д Е вий Г hes 
0 ар o PUR 


D = (1,3,5,8, 10,125, 
DG) ВЕ T XL THOU 名 i CEPAS. 

ЖЕН kes URH D(3)25, ША, 必 存 贮 在 吾 中 的 
B+- DREL, Bl EQ = 3。 — ЙН, xb i4. 则 有 
kh ;-EQD, t= D(j)+ (G- j), 

ж Т плат ҮКЕНДЕ А, sS E Gk P SZ ü 3: BU FZ 
A. DAE E Sa КЕН BU JE лл Вс H J# #8 09 
侧 。 这 就 需要 对 节点 编号 进行 优化 处 理 。 实 践 证 明 ， 下 述 节 点 编 
号 的 优化 处 理 办 法 是 较 好 的 + | 

第 一 步 ” 首 先 人 为 地 选取 一 个 起 始点 ， 并 给 定编 = UD. Ж 
求 直 给 点 具有 最 小 的 “ 阶 "《 这 里 的 “ 阶 " 是 措 一 个 节点 与 相信 节 点 
ЖЕ ЖЕНУ ЖЕ О, iA BEERE. 

第 二 步 — — 并 对 第 一 
* 层 ?中 的 所 有 节点 按 节点 “ 阶 ? 数 的 增加 依次 进行 累加 编号 ， 如 此 
“ 层 " 中 有 几 个 节点 具有 相同 的 “ 阶 " 数 ， 则 编号 烦 序 无 特殊 要 求 ， 
[Ete E 

第 三 步 “” 与 第 一 “ 层 " 中 的 所 有 节点 相 邻 的 一 切 朱 重新 编号 的 
АНА SL. ERU. GPP 中 的 元 素 编 号 办 法 局 开 第 二 步 。 

第 四 步 ” 如 此 继续 下 去 ， 直 到 所 有 的 节点 都 被 重新 编号 为 
Ik. 

4185» 


1.2 dE GG XE TE 


RATHEE, ARARE ООП SOR. 3518. Jacobi 
HAG) КЕЛТЕ ТІН ЦИ ҒА quM SERE C| 3n 98 
ЯН. WER SERATE OAH E ЖАНА IR S aS 
ІШ, СЕНА, ТР ТЕЕ ЕВ ЕНСЕ, ERAR 
元 方程 的 高 效率 算 巷 ， 具 休 参 见 第 三 篇 ) ,在 计算 过 程 中 总 刚 阵 中 
Вл ЕТЕН, ТАНЕ У ЯКА Y, Mif 
便 存 喧 量 达 最 佳 状 态 ， 这 就 可 能 在 一 个 较 小 内 存 的 计算 机 中 计算 
较 大 型 的 离散 方程 。 特 别 值得 强调 的 是 ， 使 用 上 述 算法 解 有 有 限 元 
ЗЕРТ ННІ zb ЕҢ МІ ЖЕЗ АНОН ЕЛІ pue BS, 
ЖЕТЕГІН ELS ETT Ж, ABCRGE B EMT AS o S n D 
化 处 理 了 。 

KERTAA FRETKA ECH BA HTA 
使 用 。 

在 非 零 元 罕 床 第 存 贮 方 潜 中 ， 非 零 元 素 可 按 行 或 列 排 成 一 个 
一 维 序列 (中 做 元 素 序 列 ): 为 指明 每 个 非 零 元 豪 在 矩阵 中 的 位 
置 ， 还 可 一 个 一 维 序列 存 贮 有 有 关 行 或 列 的 信息 ( 称 为 地 址 序列 ). 
RH МХҮНҢФБЕКЗЕТФСОЖ, ЖАНГ ЕНЕГЕ; ПН. О 
73] 3 Ri bb ВЕ ЯНЕ 75 SEIL ОО НЕ Ph ЖЕТЕ ЧЕ Л.Ж. 

余 的 全 为 零 元 素 ， 
| КТС | | 
| G, Oz; 对 称 
x Faz 
| 041 Gas 844 | 
PEI быс Ugg | 
| Пк», баз Gag ; 


方法 一 利用 .4 的 对 称 性 ， BEHAR E 3C D РАЧЕ SEIL Ж 
186. 


ЖЕТІ Сі НЕРУ BER T F PE2U(CEli— ЕЛЕЙ“): 

E-2€8,,,054,50525055504,15^ 1435 4,45 05 2,5 Ug as Оууу 444» 

Rags Свв). 
dE SEZUSER ЕН RIGE: 

H5 (1,1,2,3,1,3,4,2,4,3, 4, 5,62, 

C —2(1,2,4,8,8,11), | 
Жн, віжы, ВЕЖ АЕ 
FRIAR’ 忆 中 元 素 分 别 代 表 А BEBE 4-dE3236 3 EE UJ 
бйз 利用 五 和 CC 就 可 确定 任 一 非 零 元 囊 а) ЖЕЛЕК RI. 
例如 sis 天 0， 上 出 于 ess 必 处 于 4 的 第 1 行 第 1 个 元 案 和 第 5 行 
第 1 个 无 素 之 则 ， 所 以 ， 首 先 由 C(4) =5，(5)=8 知 94,43 一定 
位 于 中 第 5 个 元 素 和 第 8 个 元 素 之 间 ， 由 于 E. 加 元 素 一 一 对 
应 且 .B 6383538 E; RS ЖЕ 4 ВЕНЕ, ALTRE В 
中 第 5 到 第 8 个 元 素 之 辐 找 到 94 的 列 呈 8， 得 B06)= 8, É 
后 就 可 确定 已 (6) = gets， 即 五 中 第 6 ла фа. 

JI ЖУРЕ 仍 同 上 ， 地 址 序列 由 

В -(1,2,3,6,7,9,10,12,14,15,19,20,21) 
fih, ВУ B hLpEGSOOXR— —XPML B СНИ ЗЕЛ F 
中 对 应 元 素 在 4 阵 下 三 角 部 分 按 行 排列 的 位 置 ， 它 们 的 对 应 关 
ЖЖ | 


d, D= G- Diti, (3,1) 


An í 和 了 表示 五 中 任 一 非 零 苑 束 oj 于 4 阵 下 三 角 部 分 的 行 
AU GIO. РАНЕЕ ЖЖ а,, ODE B 中 对 应 于 一 个 
Жан 401,7), HBE ERX, Bibl dG, УЕ p th f 
frg BI jj РТЫ аз Е 中 的 存放 位 置 ， 例 如 44370, БІН із 4, 
/-8, BHS 904,3) = 9; 再 找 出 数值 9 处 于 ВШ 8 4 Жї 
Ei. R B(6) =9; 最 后 可 确定 吾 中 第 6 个 元 素 应 是 ay， 即 
E) =а,,. 使 用 该 方 靶 时 ， 每 确定 并 计算 出 一 个 非 零 元 索 gy 
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就 顺 次 存放 于 E 中 ， 且 利用 公式 (3, DAGON d GN 
ЖЕСІР B 站; зер, MARAG. 1E ЕТЮ ау УЯ 
fü. 

Lr PIX IRB SR ЕИ yi, БАЗЫ-БЕЗЕЛЕН TN 
ЖЕЛ, ETAT ERER BUH Bl; 方法 二 则 花费 一 定 的 
ІШІНІҢ ed ЗІР [АЈАЈЭ Я. 

52 数值 积分 

在 计算 总 刚 阵 和 有 和 右 帆 项 歼 索 时， 例如 (2, 27) 一 (2.29) 等 公 
式 ， 常常 要 计算 形 如 | ecc у) ахау 的 积分 值 ， 对 此 通常 用 
Gauss 求 积 公式 (参见 [18]、[19])， 

(ео уху Уо (LP LPL, (3.2) 
М, SA Жл 1 ЛИЛ, (Т\Р, ГАР, Т ТУ HH ТАМ 
元 上 的 Gauss SEU Py, DLP Lu году Фе, у) 
ЕЖ МАНІН, o, 是 求 积 系数 。 下 面 的 玫 一 中 ЖЕСТ 
几 个 常用 精度 的 Gauss 求 积 公式 中 所 需要 的 求 积 系数 和 节点 АЕ 
标 。 公 式 (3.2) 中 积分 节点 的 面积 涂 标 是 对 称 分 布 的 ， жіті 


出 现 Li. Ln ГИН LARES. ШӨМЕН 6 个 求 积 节 
Бо ЖЗНЕ. Li. КИНУ ЗЕ, WARRE 


应 有 3 个 求 积 节 点 ; &(l. i. Decem D, ТЕҢИР. 


求 积 节点 时 只 出 班 一 次 ， 
例如 ， 与 图 З. ЗФ) 对 应 的 Gauss 积分 式 中 有 4 个 积分 д, 
Bl P,€0.3,0,3,0, 59. Р,(0,6,0,2,0,22. Р,(0,2,0,6,0,2) 
P,C0,2,0,2,0. 60,. ЖАНА О.Ж 
| Фе, у) ахау = SACO, 5208333333(D( P, + dC PV) 
+ ФР) ) – 0, 56250Ф(Р,)]+ О(А*у. 
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81289 T1660 0 LF90¿ PT02F 70 


| LP90Z PIOZP'O | SZSIP бЕШЕТ 0 
@ t'es xe (aO ` 51099 SEIOI'O ' 61099 82010170 
| 
| | 
| 
| 


了 9969 Zy26/ O 90816 86981 0 


бб БЕ БЕБЕБ О СЕБЕБ ЕСЕЕР 0 БЕРЕС 2 ЕЕЕ O $0000 “50500 0 


09982 £64£52'0 | D66PE"II9ELZ'D 29999 9IPOI'0 


| 
l 
| 9ӚРЕТ4 66042070 


| 
Qo ЕЕ (41300 | (d 
TEM CESES 8804870 | GELS БЕРЕС | SESE 260070 | 00000 0052570 
mE | І Е - LI * 
_ | 506Р8 P8GCFF'O 606F9 F69FF 0 28705 DISOT O 16891 8552870 
(Б} 5 £E W xm (aO . . | . . | | | . 
| 95109 1976070 | 46129 2518070 6286) Р89т870 | ДЕРТ 5660770 
”一 | - _ А 
© ЕИ | (DO | 16006 5060170 | 98956 £6TISZ'O | 72297 0085970 49999 9999170 
қа 00000 0000270 | 00000 000020 | 00000 00009°0 | seese 5800470 
Ф Š eM E CO = - А . 
| x БЕРСЕ ЕБЕЕРГО _ BEBE PPPEB-O | ссбер 2072670 00000 0529570 ~ 
uA uuum | | 
(Б) БЕВАШ (1D O | 


00000 0000070 | 88858 5944870 85554 6900470 | ЕЕЕ БЕСЕР”0 
| - 


&) & EB S x G'DO | 00000 00000'0 


00008 000000 ; 00000 0000071 | essee RSSE 0 


| 


(D £ £w = | (300 | ££2££ ЄЕЛЕБ 0 ЕСЕСЕ ECZSS O | ECESE SEE£S O | 00000 00000 I 
ZEO #1 


KUGR Wu нис ӘЕФОЯБЫТГЫНЫ Lx ) 
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A 
AAAA 


图 3.3 


"——— FRR 
AUPOSBRGUEEBUISEE. 对 于 通常 的 正规 三 角 分 划 ， Кан 
解 的 精度 为 Q(54)， 所 以 可 取 精 度 为 OUDERS esL. J 如 
7-74! Б 单元 有 的 三 个 顶点 记 汐 Pl、P;、Ps， | чай Р, 单元 
REŽ Sa， 那么 可 采用 求 积 公式 — E 


Joe mandy- БРУС, 4 Ой? ), 
或 | (е; у)іхау = ЅАСФКР, у + ФСР.) + ФЕР, )1/3+ сн), 


将 这 种 求 积 公式 具体 应 用 到 (2,27) 式 中 的 积分 项 | r(x, у) 


Lily) Lax y)dxd y 也 是 很 容易 的 ， 此 时 形 心 和 тын 
AAR AE 
| roo LL Lidxdy 2 Sor (PL PLP + ОЙ, 
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Ж 
| re» LiLdsdy =-$a y r(POL(GPD + L (P,) +O), 


对 于 正三 角形 分 划 线 性 元 ， 因 有 限 元 解 的 精度 为 OU )}， 所 
АЕ ЕУ ООЖ. 
АРБАНЫ» — uj 3 HrB АЛЫ 


[ 0x51 1 | o( EP) 0d 11, 
i 2 
ay, НФЛ 
| Фс =] I OD + (P ,)1/2 + Od Í |), 


Hub РАР. . 
一 般 地 ， 可 编制 具有 不 同 精 度 的 数值 积分 子 程序 ， 以 便 在 形 
成 有 限 元 方程 时 选用 ， 


55 КЕМЕШ 


ЖЕУ ТВЕА HERREN. GRSEGEDUUUEU SURE UA 
жин A, қ-а» ШИНА as 
元 ， 每 个 单元 顶点 按 反 时 针 排 列 的 顺序 等 信息 ， 这 些 信 息 量 是 相 
当 大 的 ， 特 别 当 刚 格 齐 分 细密 时 更 是 如 此 ， 若 用 手工 操作 输入 这 
些 信息 ， 不 仅 艰难 ， 而 且 还 常常 会 出 错 ， 因 此 这 些 工作 应 该 最 大 
限度 地 证 机 器 去 完成 。 为 此 需 输 入.… 个 忆 点 信息 表 


书 点 号 | ee | WERE | ИЖ | aum [оа 


一 一 一- —-— — — — — 


I (сізді) LD(I) | LC(h.| Хр Y (I) 


Ян, ЖАҒЫ A Br ATARA, p bi Бе ih ii 
HIX ААЛ; 3308 te n] c BUT SUE PUR. Ж—ЭЛ{Ш 
ADER- DAPR PARRE HORE Bp; I HE 
2), КЛАТНО Е НЭС, НИЕТІМЕН ВС А 5 48 
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点 组 成 一 个 单元 ， 总 之 ， 节 点 信息 表 提供 了 一 切 形成 有 限 元 方程 
所 需要 的 信息 ， 

手工 编制 较 细 现 格 层 上 的 节点 信息 表 往 往 也 是 一 件 很 难 很 此 
的 工作 ， 这 一 工作 完全 可 以 ， 也 应 该 让 机 器 来 完成 ， 这 就 是 风格 
细 分 划 和 机 器 自动 形成 节点 信息 表 的 问题 。 不 失 一 般 狂 ， 设 只 是 
一 个 多 边 形 区 域 ， 先 给 定 一 个 初始 的 但 是 正规 的 三 角 分 划 ， 用 手 
工 编制 并 输入 这 个 初始 分 划 的 节点 信息 表 ( 其 工作 最 是 很 小 的 》， 
然后 ， 机 器 在 执行 过 程 中 将 每 一 个 单元 取 边 中 点 连结 ， 形 成 一 -个 
较 细 一 点 儿 的 网 格 ， 要 在 初始 岗 格 节点 编号 的 基础 上 累加 节点 纺 
号 ， 还 要 形成 该 岗 格 层 的 节点 信息 表 。 如 此 继续 ， 便 可 得 到 满足 
要 求 的 网 格 层 发 其 用 于 形成 有 限 元 方程 的 节点 信息 表 、 

对 于 曲线 边界 情形 ， 机 器 让 动 部 分 也 可 邓 利 实现 , 参见 图 3. 4 
а), Бс). РЕНА ША 3,4 а), W AB SEBDE DAL AB 
的 交点 并 将 其 与 4C 和 BC 的 中 点 连结 ， 即 可 得 较 细 分 Jul E 
3,4 2)， 再 细 分 一 次 即 可 得 图 3.4c) 。 


В 8 B 


a) b) c) 


НЕОН ЕНІНЕН, WUN—MIE >< 1 5 E 
域 ， 其 边界 点 者 是 第 一 达 慎 点 ， 将 其 初始 分 划 成 六 个 正三 角形 音 
苑 并 给 定 节点 编号 ， 从 而 可 手工 编制 一 -个 初始 的 节点 信息 表 (H 
图 3.5 4) 和 表 2)， 经 机 器 细 分 一 祝 和 新 家 加 点 从 加 编 蝇 后 可 得 
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Раз. 5 ORAS. ші Кә ЕКІ ИЯЛ EE hi FHN 
BJ-— 57808 8. 


а) b) 


2 [Ж B yE 00. ИШАН, бИЛЯЛАМ. HAE KR 
АЖ АА: AT EMKE (38--, ОНЫН 


383.2 МЫ: боз ЖУЗУ BL 


54453 Е LD(7) | uu X(T) 1 Y) 
NENNEN JL. ——— 
| 


一 一 一 一 — — € — , w—— = — — —əsF nm 


| 


2 10 6 0 O0 D | 1 | 3 ЕЕ 1, 00000 0, 90000 
тозо |а | e [os | oses 
4 7 2 © 0 | | 1 ú = | 0.50000 1 0. 86603 
35000 t | s Í -ioo | ooo 
б та ово 1 | s | -asmo | oe 
| 17 5 0 p ЕЕЕ | ҒИ | 0, 50000 | 一 0,86603 
1 2 3 4 5 в o [в | 0.00000 — | 0.00000 —— 
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Жі. мина 55430095 2 OR GE 


LB(19,6) Lm |icae| xa» | Ү (19) 
ыз 100 了 | 1 ojos | 1,0000 — С 0.00000 — 
EUM ao o 0 | a | 3 | 0.50000 | ШІ 
Pr 

17 11 16 ооо i 1 | 3 | - 1.00000 | Й 00000 

18 12 170 0 0 | 1 | 3 | = 0.50000 | /—0.88603 — 
"озю o o | 1 | э | -osoo | vasos 

8 9 10111212 | 0 | ЖЕ (0,0000 — o ТЕН 

1 M9 7 1119; 0 | БЕСІНЕ 0. 00000 
Ооз 15107 8 м | 0 е | 0,25000 —— Cas 
C enr s н s [e | aasma eme 

4 17127 10261 0 (|j s | - 0.50000 | 0.00000 — 
Bo 18 137 РЕЛЕ i ds (| omo | -0.43301 | 
emer mo | | foe | ram 

29 8100 | 1 PE í | 0,75000 | 0.43801 0: 

з 109 2 0 O | 1 | 4 E 0. 00000 КЕСЕ 
/4 11103 0 0 | 1 M | 95000 — 0.43301 —— 
(B 12114 0 0 | 1 |: NE" гооо | -0.43301 - 

6 13128 0 0 | 1 | | 4 | 0.75000 | - 0.43301 

一 一 一 一 一 -一 


TAARE: 为 了 在 给 定 一 个 最 简单 的 初始 分 划 信息 后 ， 机 器 
ЫЕ, РИН ТЕЖЕЛУ АО НЧА Е, DETE 
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成 总 刚 阵 、 右 端 项 且 进 行 有 限 元 方程 的 求解 可 编制 一 个 区 域 分 
划 通 用 子 程 序 。 同 时 需 约 定 对 初始 分 划 9Q, 的 要 求 和 对 边界 属性 的 
要 求 ， 

对 初始 分 划 的 要 求 。 对 于 尾 意 给 定 的 区 域 ， 要 求 手 工 初始 分 
划 是 强 正规 的 (参见 第 四 章 $1)， 即 把 区 域 分 成 大 小 相当 的 锐角 或 
直角 三 角形 ， 这 一 玛 求 对 于 一 般 的 有 限 元 计算 来 说 ， 可 以 免除 ， 
落 要 使 用 超收 效 性 (参见 第 四 章 81)， 此 要 求 不 能 免除 ， 要求 各 种 
边 值 条 件 的 边界 交点 必须 是 初始 分 划 节 点 ;要求 初 始 分 划 中 某 节 
点 的 邻 节点 必须 按 反 时 针 方 向 排列 于 邻 节 点 表 中 ， 对 于 内 节点 ， 
其 邻 点 形 中 的 起 始点 和 终点 都 没有 要 求 ; 对 于 边界 点 ， 要 求 其 部 
点 表 中 的 起 始点 和 终止 点 都 是 边界 点 ， 意 按 反 时 针 方向 排列 。 

对 边界 节点 边界 属性 的 约定 。 若 节点 7 对 应 于 第 一 边 值 节 
片 、 第 二 边 值 节点 或 第 三 边 值 节点 ， 则 LD(C7) 的 数值 分 别 为 0.1 
А 

X3 8 ЕНУ РАНЕНО А НЕСКА Ж. А0, 
ЖЕ ЕНА EX BHO. Е КЕЗЕННІҢ. R, H 
要 和 输 人 一 个 信息 量 很 少 的 初始 分 划 @ 的 节点 信息 表 ， 并 规定 细 分 
的 次 数 (I- 1)， 到 机 器 育 动 分 草 后 就 可 获得 任意 细 刻 程度 的 网 格 
Qi 和 该 网 格 层 上 的 节点 信息 表 ， 这 就 为 在 Q1 层 上 自动 形成 有 限 元 
方程 提供 一 切 必要 的 信息 ， 


94 有 限 元 方程 的 形成 


形成 有 限 元 方程 的 右 庙 项 是 比较 容易 的 ， 只 需 按 第 2 总 的 计 
算 公 式 (2. 29) 38(2, 36) 并 调用 数值 积分 子 程序 即 可 。 当 编号 为 } 
的 节点 是 内 点 时 ， 它 所 对 应 的 有 限 元 方程 右 端 项 元 素 只 需 计 算 亚 
(公式 《2,29)); 当 了 是 第 一 过 值 点 有 时， 其 对 应 右 端 项 恒 为 该 点 处 
的 边界 值 #1， 当 j 是 第 二 或 第 三 边 值 点 时 ， 要 按 公 sË (2,29) 和 
(2.362 + FY。 最 后 还 应 注意 ， 有 限 元 方程 的 右 端 项 还 应 包 
括 总 刚 阵 形成 过 程 中 的 第 一 边 什 处理 的 结果 。 
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形成 总 刚 阵 比较 内 难 些 ， 特 别 是 在 考虑 到 机 器 自动 剖 分 、 大 
ZEE RS i НУ ДА DIU EE ІМ ЕЗ ЛЕК УУ Re S ТИМЕ AS PE HIE XB 
АЕ Г. МЕН ЛЕНЕ ла ШЕЕ На. ХІ, A TTIKE 
JHAR ЕЛЕҢ, AHE p io HJ E£ BU 36 Fj ҤЕ 
Ж. 

ЖИН, HA a БЕЛЕЕ ЛЕ ДА RRRA E АЕ, ЖЕНУ 
ғат, жепруіЖІ) ТКН Ж, а, ДА HI 
ВЕ ЖН. Ярра, 

ad, ЖБІЗ,6- 843. 10 给 由 了 总 刚 阵 形成 的 FORTRAN 
流程 框图 ， 它 适用 于 第 一 、 三 混合 边 值 问 题 ， 图 3.6-3, тен 


量 的 意义 和 作用 是 ， | | 
LB жФлф (ЖОН), LC 市 点 阶 数 (数组 )， 
LD PALA ARH), LK BEES, 38 EH 


(数组 )， 
E AMERRE), F жао), 
X PARER, Y ДАУА ОЯ), 
LH АИА EA, N 节点 总 数 ， 
АП МРЕЖА, 3, ВІ) 过 渡 单 元 ， 
СХ CD, ҰҮСІ)) ЖАР ЧОХ, vy. 


(I) =| cote »veve, кғ(х,у)Ф,Фу4хйу, (9, 27) st, 
av) = | (06,945, BIG, 353%. 


ЕТТЕ ЙН ЛЛ ВАН ТИНЕ ОНА 数 ， 同 时 由 于 
ас, 的 对 称 性 ， 所 以 按 表 4 规则 形成 的 意见 阵 是 对 称 的 且 是 大 
型 稀 豆 的 矩阵 。 这 个 总 财 阵 是 对 应 于 连同 边界 节点 在 内 的 整体 节 
点 编号 人 情形， 对 应 第 一 边 值 边界 节点 的 编号 ， 总 刚 阵 的 对 角 元 素 
契 1， 凡 这 个 编号 的 行 和 列 中 的 其 它 元 素 全 为 霉 。 若 对 此 总 刚 阵 
元 系 采 用 变 带 宽 压 缩 存 贮 法 ， 则 可 用 直接 法 解 有 限 元 方程 ， 若 采 
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H3F лж IESS ҒЫ. URE FCD: СЫ ОЕ АТАУ 


种 数值 方法 求解 有 限 元 方程 组 。 
住 得 指 世 的 是 ， 对 于 当 系 数 二 阶 椭圆 型 偏 微 分 方程 ， 当 其 十 


3⁄3,4 АИВТИН 
| 


一 一- 一. — —— —— — — — 
— a R-  — — 一 一 -一 
———_ — — — 


а, шаг 在 以 了 为 公 具 | 在 ИЕЛЕ 

| 为 公共 边 的 所 有 | 这 的 两 个 三 角形 | 共 边 的 两 个 三 
三 谣 形 上 讨 算 I，|1 上 计算 工 ， 并 将 | 角形 上 计算 工 ， 
ж | an s = 和 时 ， | IBMBSÉDLC-wpD| ау, ;. 

| 在 以 主 为 顶点 的 “| 后 加 入 右 端 项 ， 
所 有 三 角形 上 上 计 | üa, (= 0. 


PIT SA Н овсапияя 


—— — s "w 


内 


БЕЛГЕ 536), {> 

O EUT AAR | TT 在 以 ШЕ 
第 . 进 的 两 个 二 骨 形 0,, i= 0j iti 的 一 
m | EET, 并 将 | i= iH, | 角形 上 SA 
{8 ТЕНЕ С- й). 141-і, | I 并 将 工 的 村 
^ AIAT, RI Cup 后 

' iay, i= 0. | | WAG BUE 

Е 而 az， іш Ü 


在 了 为 公共 | 在 以 门 为 公 Ë lia НЕРІ 
边 的 两 个 三 角形 s CAS AT BELL 


І + WV , # Gy, 4, 


第 EHS 1:80, ¿| 上 计算 TI， 并 将 一 个 三 角形 

5 | LAU O epl КҮНІ, 

= Бл, |а, H 

iei Hg, ; = 90. i= jkt, ТЕД i 

м | | 为 顶点 的 所 有 
| 三 角形 上 计算 
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LK (M Y= -DGN rap} 
F (f =G, vy) 


" DO J=1,LC O 
m E L-LBG,J) 


І2-1В 1,7-1) 


ЖАГА. IL SH 
AILLo WT. 
¿(IY= AF 


XJA!LL2 
Жор›= 4/1, 


4195. 


DO J=1,LC I 


L2-LB(Q,J) 


Li1-LBG,LCD) 


MATLILY? 
t. (D = AIL 


E (M — ЕМ) +A 


LKM) == — DON- /2+1 


图 3,7 


* 199 < 


L| = LB r, LCD 
L2= LR (z,2) L=LBE (Q, J) 


| ue 
y 
Li-LBI(I.LCIP-] 
L2-LBüu,r 
L?2=LBt( T+ 1) 
ЖАНАДЫ 


HALL? 
iD = alt. 


Ll=LB(I LC(Ty—1) 
L2—LB,1) 


Li1-LBtf,J-—1)5 
L= LBU J+) 


WATLIL 
和 AILL2 
N (1) = АЈ 


EGOM) = AIL 
LK (MY) = (—1)(2N—10) /24L 


Р = ЕО) ОХО, ATL 


22004 


L1=LHB(I,7) 


- 


对 站 7 了 1 工 2 
WOOD = Ari 


M AIL2LI 
Жс) = All 
AIC = BII 


XF AILiL2 
NX OD =B} 


АГ =) 


E(M) =ЕСМ) + 411+В11 
ЛУКЕ 


ЕБК(МӘ-(1-130М-1)/2-М 


|813,9 
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DO Jsi LCD 


L1-LB(GO,J—D 


ЖАЛҒА. L 
ЖГ. 


ЖАГ. 
Жс) SAIL 
ЖТ ву 


WFAILIL - 
ШАРЕ 
Kip = АН, 


ЖО) = AI. 
ЖО з= BT L 


- EQD-AILALBIL =“ - 
LK(OMY-U-VDGQN— D/24L 
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解 区 城 为 多 边 形 (特别 是 矩形 ) 旦 采用 直角 三 角形 分 划 时 ， 不 仅 区 
域 分 划 的 节点 编号 非常 规则 ， 而 且 总 歼 阵 元 素 都 是 常数 ， 无 需 数 
值 积 分 ， 总 则 隆 有 时 甚至 是 规则 的 5 对 角 {( 或 7 对 角 ) BE. B 
上 以， 不 必 按 前 面 介绍 的 通用 程序 形成 有 限 元 方程 ， 只 要 在 求解 线 
代 煞 方程 组 过 程 中 (如 用 松弛 渤 代 波 ) 直接 取 用 (2,30) 或 (2. 32) 式 
并 注意 过 值 处 理 即 订 。 例 站 用 有 限 元 方法 求解 poisson 方程 上 对 
第 形 区 域 们 用 等 愿 直角 三 角形 分 划 ， 对 所 有 节点 按 行 、 列 进行 坐 
标 编 号 ， 记 为 (i, 六， 由于 有 限 元 方法 离散 和 选 代 过 程 的 局 部 任 ， 
所 以 求解 有 限 元 方程 时 ， 只 需 对 一 切 节 点 (í, j) 循环 ， 按 (SOR 
方法 ) 公式 

ujpis 01-0) шу + bus жиры tutii жш) 
Ph аг 
i | 
AIRESA, BDEDIBIS Enak iban RR. 


+ 


5 ”有 限 元 方法 计算 流程 


“本 章 前 几 节 已 详细 儿 述 了 使 用 有 限 元 方法 时 必须 来 用 和 应 该 
采用 的 各 种 程序 技巧 和 特征 。 在 此 基础 上 读者 不 难 想象 ， 若 输 人 
初始 网 格 分 划 О, 8515 BUE, 并 规 崇 机 器 进一步 绍 分 的 次 数 了 ~- 1, 
则 机 器 让 动 前 分 并 可 输出 所 期 望 的 细 网 烙 层 О, 的 各 种 信息 ， 根 
据 这 些 网 烙 分 划 信 息 攻 有 限 元 方程 中 的 各 种 信息 (如 (2, 1) 式 中 的 
рт] oa p)， 机 器 执行 四 图 3.6 一 图 3. 10 所 示 过 程 就 可 自动 地 
利用 压缩 存 贮 并 形成 有 有限 元 方程 ， 这 一 过 程 当然 要 常常 调用 求 孙 
数值 子 程序 和 数值 积分 子 程序 ， 再 根据 压缩 存 由 的 形式 ， 决 定 选 
用 某 种 可 行 的 解 线性 代数 方程 组 的 算法 :对 于 Lagrange 型 插值 
菌 数 作 为 有 了 根 元 近 位 函数 情形 ， 解 有 限 元 方程 获得 的 是 Q, 网 格 分 
划 节 点 (编号 为 地) 处 的 离散 值 4;， 它 是 该 节点 处 位 移 国 数 ЖЕ 
似 值 ， 有 限 元 位 移 值 输出 可 设置 于 输出 子 程序 中 ， 输 出 子 程序 中 


e E08 F 


REGIE нт) 88, ЖЮ 
in, XE NER ӘСТЕ Mo TEF., Ыі 
anu иан | 糖 入 初始 分 虽 吕 ;的 节点 信息 表 ， 


导数 值 ( 参 见 第 四 章 81)， MO: XH m RC T D; 
又 例如 误差 估计 或 其 它 所 | МАНЧИНИ ЕК, 


据 此 ， 有 限 元 方法 的 


yr MERDA SOR RT OE 


е Щз, 11 中 ， 有 限 元 方程 形成 子 程序 .包括 
调用 求 郴 数值 子 程序 ， 
55 ”有限 元 方法 在 调用 数值 积分 于 程序 ， 


XHHSTE, 9. 


应 用 中 的 一 些 | 

其 它 问题 | 

6.1 ä | 
ЫЫ Da ыж RR 


在 实际 问题 中 ， 党 会 “| MOSUELLAME ROGER HER, 


E. Bin, овд | 输出 各 种 误差 估计 ， 
学 衡 问 是 (如 图 3.12 所 三 侧 有 无 必要 进一步 甸 分 网 格 和 重 算 等 . 


ж), Q Hunt ESECE P 种 


ЖӘЕ, 1 是 其 分 
ЖЗ, MARRA MITE 
FEPUARI EB 图 3,11 
pu -(-%(8-%). S (в 3 $»))- а, у), 
(x, у) еті; 


| (8-5-) “(в-2- (20, (х, ууеі, 
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8 5 7H r Tu = 9, (х,у) 

еп, (x, y) clu 

| (eene 

В ox, y) = B, (x, y), (x, y) ей”; 
E'B, В.В ШЕ оа Е 
A BURG (8-%-) 表示 位 
Tex AQ I MAHE 07 b 
向 的 法 向 导数 ，( 8 -名 ~) жж 
位 本 qug: АИЫН 2 
方向 的 法 向 导数 ， 它 们 符合 广义 кеті 
B $A. -( 

ATE ETES, РТЫ А ExS7; Eg ЕЗ z EG reenz: zi, 
ЯЛЕ. АЧЕН ЕЛ ЛҮЕН, [Bap Е оа" Е ШШ 
2; ЖИЫН БІ ОЕ. ІШІН | 
N Luv dx dy-| B, vuv dxdy -| B, EE и ods 


ЖАЛ dxdy -| В, 2n vd s — - | (в,-% ) vd s, 
和 
ou 
j Luv ік4у-) B, Vu vds dy - | В, = vds 
+ + "EP Gn 


ou йн yt 
=}. B Vu dxd y — ЖКШ: ? gn vds - | (B-f) vds 


dx d «| d -| 
Luu dx d y uD BV uv vd xd y Қ В 9н "vds 


-| |(в.-%-) + (8.5 ) | vda = | evav dx dy 
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t> 


-| Bp-vds, 
la 

ЕН, FEHER RADIA GAAT REH MZ BH SS RES 
HEERE H E. ИЕМ л. БИМЕН ЖАПАШ, МНЕ 
意 在 辣 晰 线 上 安排 节点 ， 用 折线 近似 间断 线 ， 并 区 别 о 
域 上 的 间断 系数 即 可 ， 这 是 有 限 元 方法 的 优点 之 一 。 


6.2 对 称 性 处 理 


HERRE, MERR, БЫН. НАЕ Н ЖЕНА 
称 性 时 (如 币 对 称 或 中 心 对 称 等 )， 微 分 方程 的 解 〈《 及 相应 的 数值 
解 )》 志 其 有 相应 的 对 称 人 性 ， 在 对 称 线 上 与 解 曲 面相 切 且 型 直 于 对 
称 线 方 铝 解 购 导 数 等 于 地 。 利 用 这 种 对 称 性 ， 可 使 求 数 值 解 的 工 
ERARE., Hin ERKA, 13 а) 8725, CAT a,b 
对 称 ; 车 定 和 解 问题 

| көшін сх, У) ЕО; 

u= g, х,у) Саа, 


gu 1 LL 

|- mias, (х,у) Са, а, (Ја, а, 

HHBS f. 9、?1 和 9 都 关于 sb ODER, ДОНЕ НАН 2 + 
4,5 对 称 ， REEL =o, 这 样 问题 便 转 化 为 


/-Ан-/(хж,у)», (x y)C/Aa,b5a,; 


-- — = 一 


4-4 ; ланы 
Өн +19 = 9› (X, 7) Є, аз; 
ді =0 | (х,у)6а,б6 
在 部 分 区 域 上 的 求解 问题 ， 


同样 可 将 此 方法 推广 到 有 多 个 对 称 轴 的 情形 和 中 心 对 ЖОЕ 
形 ， 见 图 3,136). с). Фб, Я СИЕТ 3,135) 的 区 域 上 对 称 ， 
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ШЕШЕСІЗ abe 上 求解 就 可 以 了 
这 种 对 称 性 处 理 可 太太 和 省 计算 景 和 个 购 昌 。 


аз 


ai 


а) 


Ё 3,13 


6.5 三 纵 问 题 简 化 为 二 维 问 题 


", 


ЖЕНЕ ЕШКІНІ, ЕГІН ОҢУТУ ИЛЕТ SELL. 其 数学 
模型 是 
ИД дысы (x,y)em ` 


ii “ау 
\ sa 0, (х,УУЕВСПН (ЛЕВ, 
uM | (x, y)€ АНН; 


Дир ®,, h, un. пә лїк, у 方向 的 斤 透 系数 和 法 向 导数 分 
Ж, p 是 水 压 ，p 是 水 的 密度 ，4 нң, u Jie CK 38 Ж, 


参见 图 3, 14 
TOETERERUE CBS ЕЕ 维 过 值 问题 ， 
Bt: (9-8 дну. 0 "ay 8-94.) 9 (8-05) ус, o ns 


Б r, (ж, y, z) C G; B 


E ә + 1ш = q, (х,у) € 8; (外 表面)， 


iu = g, (x, y)C S, (IN ЕЦЩ), 


(3, 3) 
207» 


图 3.14 
其 相应 的 变 分 疝 是 是 
rw = 2160) +) 
Су-е 
+| [ае quldo=>min | 
ае). (9,4) 
若 当 用 柱 面 坐 标 ， 就 月 
(5) CER °С) 
(2) +65), 


| ахауаг = 2z| тагат, 3.15 
2 | ; 


ERN | do = 2x | rë,  i-21,2, 
Sa Pra E ; 
所 以 三 维 变 分 问题 在 采用 柱 面 坐标 后 变 为 相应 的 二 维 变 分 问题 ， 


ro «el [уса Теја 


+ || (im: ~ ди ydzo min (|+. =). (3,5) 


a 2[ < 


这 等 价 于 汪 维 边 值 问题， 


"enm ede Ren беден 


LE LET (rz) ET]; 


(3, 6) 


Шш = g, (ғ,23<Г;,. 

ЕЕ. EIEE R ЖӘНЕ BH (3.3) 42 — HE VJ 
(ЕНІ (3,6075, ХЖжЖғ-ОЛ Ы ая» НЕ ЖАҒЫ» dB 
是 (3.6) 式 等 价 的 变 分 形式 (3, DERA THB 89 
解 不 再 击 现 奇异 所 了 ， 这 也 体现 了 有 限 苑 方法 利用 变 分 形式 作为 
下 发 点 的 优越 性 ， 

其 次 应 该 略 到 ， 不 论 是 在 直角 上 坐标 系 中 求解 (3, 4) 5X, ИЖ 
在 柱 面 坐标 系 中 求解 (3.5) 式 ， 所 采用 的 有 限 元 方法 的 步骤 是 完 
全 一 样 的 ， 所 以 有 限 元 方法 是 不 受 坐 标 系 限制 的 ， 

最 后 应 注 疙 ， 若 能 将 三 维 河 题 简化 为 二 维 问题 ， 则 能 极 大 地 
节省 计算 量 和 存 贮 量 。 当然 也 有 些 问 题 并 不 能 化 为 二 维 问题 ， 那 
就 必须 将 三 维 区 霹 划 分 为 者 干 个 三 维 单 元 ， 表 确定 三 维 的 节点 基 
闻 数 ， 并 形成 和 求解 有 限 元 方程 ， 尽 管 此 时 有 限 元 方法 的 基本 思 
想 和 实现 步骤 仍然 同 于 二 维 问题 ， 但 程序 设计 要 比 二 维 情形 复杂 
得 多 ， 由 于 篇 幅 限 制 ， 本 书 不 能 介绍 解 三 维 槛 阅 了 边 值 问题 的 有 限 
吉方 法 ， 有 兴趣 鸭 读 者 可 参阅 [13]、[14]。 
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第 四 章 ато ДЕН IRERE 


RAAR f ero LRL RH BR ABER PORUM, ЖИ 
Дагеле н SUCCI TI, da ORE D qp ctas mg 
ЖЕБЕШИ ҖЕН, qki karahu: 
”将 在 第 三 篇 中 讨论 ， 
$1 三 角 线 性 元 解 的 超收 化 性 和 外 推 


ARZA ETERA М, E 2 ЛИЯ RC ч(х, y) 
在 各 个 节点 处 的 近似值 如 15 M2, t8, Us). 有 限 元 解 可 表示 为 


иб, уу = X upon у), 
利用 公式 (2.15) 还 可 以 求 得 任 一 单元 人 上 -2% 和 -2 азиа, 


Nu 1 
Ән, | = -ішбу;- Y.) + HV — YD + u (3, LYD 


. 8X N 25, 
9 МЕ 35, Lu; x, - ху) T48;(XQ— Ху) + H (27 — х) }, 
AR Sa 表示 单元 么 的 面积 。 在 某 个 单元 上 有 限 元 解 及 其 导数 的 
精度 是 


1/ 


2 
14-1. (| lu-u ахау) = ch°lul,, 
1 1? 2 
_ ME Intin з - 
ju- ufi ( 31D (H 491) сА|ч1;, 
ju- ula = maxlu( Pp)— аР) = сн Inh] [uil ses 


и li 
Оп дц =z аҳ 


ох ОХ |і рем 


Əu( P) ди,(Р) 
ax 


ox -echj|In£&| |] ulja, æ, 


.210%4 


ди 0%, 
ду ду 
上 述 这 些 误 闫 估计 的 证 明 可 参见 第 五 党 。 

为 了 在 所 有 节点 上 者 获得 较 疗 的 数值 解 精度 ， 除 慨 求 三 角 痢 
分 满足 第 二 党 $2.1 中 所 述 的 一 般 规 则 人 外， 还 葛 求 训 分 EAER- 
的 ， 即 任 两 个 相 部 三 角形 单元 构成 h2- 近似 笠 行 四 边 形 ， 也 就 是 
要 求 它 们 所 构成 的 四 边 形 的 对 边 长 度 差 是 OCA ж, ЖЩ 
7355 OCh) Б, 

жа ар РЕНИН IR RU AE u € ЛС), ПЦ 
Edi АЕ НАЈ, ШЕЕ Ti А ERARA m (z), is 


PULP) — аР) |_chn|lnh||sl,._. 
ду | 


= шаҳ 
gy 


on FEA 


EE PR ZUMGÉ ONE. 
u,(£) = uz) + w(z) h* OC); | (4, D) 
在 是 正三 角形 分 划 且 чЄС (О), WAAR: 
u(z)-ul(z)-ctw(zh*-och), (4.2) 
AP s, 0 u! о жн НЕЙ; z 是 ағ 
Жл. 


利用 有 限 元 甫 的 渐 近 展 式 GD) 或 (4, 22 式 即 可 施行 外 推 技 
巧 ， 从 而 提高 有 限 元 位 移 信 的 精度 。 

定理 4.2 EREE RE EL {Н IRL АНУ u € H), E: 区 
3 о 115 2E E RR IF LA; 海 Qa 各 单元 边 中 点 连接 得 分 划 аз H. 
id ш, 和 ОЗЫ» о, 和 上 ,的 有 最 元 和解 : М Мі. М%60,, 
М Qa DUPE 8 АУН, MME, 那么 第 一 边 
值 间 题 三 角 线 性 元 有 限 元 解 适 合 下 述 外 推 公式 


4 — =» ü 
| OM) - ul Mo) Vu (M y =O), (4. 3) 


(M) + L uM -u OO + EM’) -KMJ uM) 


= О(А%у, (4.4) 
я 211 М 


WES] WRL IRT АУМ; 


€Q,00, H ui Mp- vi M) = M; 

uM, БҮРІНЕН (4,3049 

t. M = ӨМ, + wüiM OR? М. 
+ O (Bš), 

u,( M.) =u( M) + te (M DR Mi 
во», 图 4.1 

ЖЧ 


SCAN (OL СМ) асма) EO o7 
或 

имә) = d [4u (MO = us OF OG, 
KAMEN, MË Н. 


ui (M) = EU +u (MD), 


u, CM) = $t O09 + as CM) J 


Ft AER CA, 1) 式 又 有 
HAMD = ul CM) +m ( M)(28)2 +O), 
u (M)=u(M)+u(MYB2:y+ OC), 
由 此 得 到 
u(M)-2u,CM)-w(MOR? + ОСЕ) 


= СМ) - Cus OD -ui MI +O) 
=u, (M) — Dus (MOD +С М) ] 


t [u (M) +u MSY} + OC?) 
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=u, M) ~ Llu (MO + tas M1)] 

+ Li Mo) - Wat МЫ) 1 

+2 Гаи) -ua M4) + O (At) 
= (D + EH СМО ~ wa MaD] 


+ 3 [uC M') ye MY +O), 


Эт, ШЕРА СА, DAR, OAR. U 

“定理 4.3 车 二 阶 线性 椭圆 边 信 向 题 的 解 асса), Н. 
域 Q 采 用 正三 角形 分 划 , 那么 0, 网 格 节 点 上 的 线性 元 解 适合 下 述 
ЕЖ А: 


|-L cies Qo) — t, (M O] - (M) Жы OC, (4, 5) 


ж 


u, CM) tu (MO - ua (Ma) + tnam. ).— вас, э) 


—u(M)| = OCA), E в) 

TIS ЛЕ C, 2) FE b EHE PRA, 38g IEBH, ЗЕ 4,33 Ж 
证 朋 的 。 

АЯ HS 2, 1 0, ———— ЕДИН 
TB X (430414, 4) BECA, 528104, 6) 48:38] 0, Е; 一 切 网 格 节 点 
的 高 精度 位 移 值 ， 

对 于 三 角 煞 性 元 导数 值 ，Dusr76x 和 да,/ӘУ CH R 在 其 单元 
任 一 点 处 一 般 上 只 有 ОСА) АДЕ, BEARS RITRAE 9x 
的 结果 ， 也 可 以 获得 某 些 点 处 的 高 精度 的 导数 值 。 
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取 相 邻 两 单元 ef 和 es 导数 值 的 平均 信 


М 2i 


ъ= [Gy 


2)] 


(2%) ) } 


作为 导数 4, 和 4y 在 公共 边 中 点 全 (用 图 4, 22) 处 的 导数 近似 值 
WM. ESER ИЯ 6, Hi 


lu, tG) -Hi = O (B°), 


ЦИ, АҒБОНА AG, 
如 图 4, 20) ~ @) 所 示 ， 可 和 分别 
利用 相应 于 图 中 的 2、4 .6 个 
单元 的 导数 值 作 平均 ， 用 这 个 
3358481620 G дір ӘЛІДЕ 
也 具有 Oq BE. 

实际 问题 中 ， 人 好 也 项 望 
得 到 其 它 点 (特别 是 边界 点 ?处 
的 高 精度 的 导数 近似 值 , ЭХЕ], 
АРН 2 个 高 精度 导数 
近似 值 进 行 线性 内 插 或 作 外 


Ж, RARER MEDR 


НОЕ. ИА, ze) 
UBL РР, G JE 


РС, сарт 


P'G"fn G GI 的 中 点 ， 利 用 
Сі» (rss СС” 处 的 高 精 


lus (G) =R, = ORT), 


а 
09 Ф 


T 
P АРА | 


e 
E] 4,2 


度 导 数值 作 线 性 内 揪 和 线性 外 推 ， 
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PM Essl 


> 


1 РА 
(ыу. - z LORD с, + (9,2,1, 


1 
| ( 2» ) =- ә LOS) о, t UL) s, d], 


Ән, i 
- =- 一 < C30CH,) ,— (H) .1; 
( OX Jp ё ° ° (4, 8) 
eu 1 
Gy) 7 90D c, Ee], 
1 
(5x x), ә LI) e — 05) c» 1, 


ди 1 
Я € dy ) = 800,2 ç, - СШ, ден. 


这 样 便 可 获得 P P A P GRR OGS FB Er iu E ОЛЫ. 
下 面 举 一 个 简单 的 例子 ， 在 正方 形 区 域 B8=[-1,1]x[ -1， 
13 ЕЕ | 


ПРИ (X, y) ер, 


ЛЕР 0, 


其 准确 解 是 t= — (1 ауа 一 多 1/2. 

BXXEE-1,11xE-1,178/2: 52327 SS TEUER RJ ECT НЕН 
元 , 得 分 划 24,282 0,547 221. HUE Ra 基础 上 上 细 和 分 一 次 , 即 分 成 
128 个 等 面积 的 直 闻 三 角形 单元 ， 得 QUR= 0.25 2); £ Qa 和 
Q, 上 分 别 使 用 三 角 线 性 元 ; 利用 公式 (4,5241 (4,6) ЕА 
AER ESTE IE fip BREAD SE: 4%; 利用 公式 (4, 7081 (4, D REEMA 
处 的 高 精度 导数 近似 值 H 和 如,。 由 于 按 信 问题 的 右 端 项 , 边 信条 
件 和 定 解 区 域 都 关于 x. ух у 直线 对 称 ， 边 信 闯 题 的 和 解 
也 关于 这 些 对 称 轴 对 称 ， 所 以 六 遇 的 1/8 区 域 示 于 图 4,3909, RB. 
将 所 求 得 的 高 精 诬 数值 解 与 真 解 的 比较 列 于 表 5 , 表 6 RIAM 7 rh, 
从 表 6 和 表 ?7 中 的 数值 比较 可 见 ， 本 书 中 介绍 的 提高 数值 解 精 度 
的 方法 是 有 显 警 效果 的 ， 
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E] 4.3 


节点 号 ФП наь 1 精度 ex Qn)? S Alice 
1 | -0.500 | -0.5104 | 00208 
2 | -oszso | -osi | ооо 
3 ~ 0,2813 | - 0,2645 | 0,0338 MEM 


1 | -0. 5000 | -0,5054 | 0.0441 |  —0.5037 | 0.086? 
E 
| 


22 | -0,8750| -0,3676 | 9.0805 20.3717 | o. 0769 _ 

8 | 0.2818 | —0,2765 | 0,044 | -0.2792 | 9,0488 — 
От | —0.4688 | -0.4844 | 0,0360. | 一 0.4656 | 0,0746 — 

в | -0.4395 | -0.4335 | 0,0489 | -0,4364 | 0.0728 

8 | 79.9516 | -0.3449 | 0,0547 | -0.3486 | 0.0699 
10 | -0.2188 | -0.2122 | 0,0547 |  -0,2053 | 0.0818 | 

11 | -0.2051| -0.1991 | 0.0489 | ~0.2018 | 0,0769 
ЕТЕП -0.1641 ) -0,1601 | | 0.0327 | -0.1618 | 0.0536 — 

13 | -0.0957 | -0,0933 , 0.0171 i -0,0950 0, 0163 


. 21686 + 


=<—  Àa— P n | һғ------------- .Һ- ғ ——P |Ə í -`.°_ . ---------- 


ЖЕНІЛІІГЕЗІЛ КЕТ 


点 号 ЖЕ ЖӘНЕ u, Ti u, Шаа ЗГЕ 


16 | 0.1437 0,1437 | 


ET | | 0,3708 0,1073 | 
18 о, 0,3160 0.3160 | 
19 | 0.8024 0.9716. | 
20 | n 5223 ( 0,2168 | 
2 о 0.3044 0. 0.3644 | 

| 0.8228 0,0281 | 


24 ЕЕ 0, J, 5068 D. 1335 


25 | 0,1886 0,1886 


| 
x 


0.7184 0,0780 E 


0,1231 
0.3691 
0.3223 


0,6152 


0,5311 


0,3809 


0,8612 


. 4520 


0,5332 


0,2051 


0,1231 


0. 1074 


0, 3223 


0, 0762 


0.2285 


0,3803 lo 


i a кән 


0. 0293 


ЖЕНЕ cx 0,352 
ELI 


= - — "= ——-" 


0.1648 0,1548 


0,0150 9,0008 


| 
=p 
| 
К 
_ [ 
| 
1 0,0512 0,0512 
d. 


9, 1024 0. 0368 


Е Ü лм 0, ‚0936 


.1320 0, . 1320 


0, 0256 


| 0.3088 


0, 0876 Ж 0,2588 9,0792 


0,1486 


0,2051 


= р 
| 0,1480 0, 1480. 


0,2112 0, 1032 


52 提高 四 边 形 双 线 性 元 解 精 度 的 讨论 


2.1 ЕЗЙНЕ: 


除 三 角 前 分 外 ， 四 边 形 章 分 也是 常用 的 。 较 简单 的 情形 是 定 


解 区 城 可 分 审 为 若干 直 边 四 迪 形 的 和 和 ， 参 风 


图 4,4 а), 5), е), 
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ЖЧ ЗЕ а, "RF ra ЕЗИ ЕК АНН hr 25 5 СА, 5), 
其 变换 为 
|85 X, +(xw,— X )Ë+ (X,— ХА) + (X, — X, — X, XM, 


(4,9) 
Y= y, tT GV yE CY — YIN + (Jy, - Y. Yat YU, 


F 


A.C, Va) 7 


A GS, Уу) 
US um Alt) 


| <— 
A 5 (X5 , ya) 
А, (x4 Уу) t. ° É Ad (1,0) 


x 5 
Ri 4.5 

ЖЖ, KREE Ж EM HS ЫРА Ж, ЖІЛІ 变换 
(4, 9) g "JS EE РЗ ва ло БЕ (EE ЕК, ЛА ПО ЖЕН! 
十 合 有 限 元 方程 需要 的 介 许 函数 和 试探 函数 了 ， 

ЖИЕ АЛЛЕР E ES 4 I BUSES scole C m 1,2, 3, 4), 
IMATE E A IE] St RU Н Ж ar НЕЕ Ж. EHE 

SB | 


р> u Y (S, 1), 


үй NE, m X) B RERO ОТАН ЕШШ. ELTE ЕРІ. 
Bri М, E 1) 双 线 社 ， 是 指 当 2 ЕН, N <ë, 2928 "mue 
НЕҢ; Пит Ген, NED LEEF £ НИН. ЖІН 
N (S, 0) ИХ АЯП ТЕН КУЧ АЙД, oid 

Nil T = (1-£)(1-9, NAEM FEO- 2, 

Nal N) =EN, N (E, M = i(1 - ED, 
ATARAR N ED 的 网 形 万 于 4, 6, 

АР ЕО O, 中 任 一 节目 Pe e pod ЛЕК p (x. у) 
зен PR P, OTLARA РУ р Ж Кл Еа 

4214» 


(4, 10) 


[ 4.6 


е5, ПШ Pa m. БАНАТ P, ЕМ РАРГА (4.10) 
154154, DA., ERE, ЖО, EEVPEIBICEPHMX 
| HIC, y) — 3 шн (я, м 
АЕ ИСЕ Н/Е CEA p ROG с) Wa PEAS, НАНЕ У 6 
AR Ф,(х,у), МЕЛЕ IR 752) 8 
Уа, Pu = РО), і= 1,2,6, N, (4 11) 
ЖЕЛІНІ, ИЕДЕН, A 和 h 分 别 表示 x* 和 yy 方 
БІНЕ, де, У) 102007,7), CB ЕККЕНДЕ Ы АРА 
iG 9» ИПЕУМШАНИОЖ ЖЕН 7C iU >J Pria fuit ME 
4,7, ЗАЛЖ ЫЛ. ЖАРА 9,5; 可 表示 为 


М 


(2—1, +1 


下 -1 41+1 
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pr Debe. 


| IP CX, yMEBS. 


(x, У)Є Ejda 


ЛУЈА E (Yp Уз) ҮШІ Eisai 上 9 个 整体 节操 共 图 


CI ERU 29 


(e % 26-ы) 
2-1 7 (1- ы» 
6 
9, ыз | ; U- : ) 
(1+7) 
9,1417 i Pa. š, | 
TE я -- 
wo = (1-е 3 


(СЕ 1,3519 
(5,0) € Eius 
(5,7) C Е{-1,34+1» 
(5,1) € Ei. 1-5 


(5,1) € FE isis 


(5,7) СЕ; 1,J3- 13 | 


(放生 本 if 
(5,0 € E,-,,)- 5 
(5,7 € Evian 
EM € E,.1, 5.11 
EM € Eoi, 
(5,0) € 139.13 
(5,9. € Eni 


(£, n) C Enn 13 


(4, 12) 


б f | 
Фі-1.3-1 5 А: ”+ (EM E E,.,,5-11 
Tl 
h 


Puis h ” з (£,7]) € 1,3-1. 
从 而 计算 出 解 Poisson 问题 有 限 元 方程 总 刚 阵 中 与 节点 Gs D 有 
关 的 “ 行 中 的 9 TIRA 
an Ф ағат 一 H- ni + 


h, 
1 ñ, 2 А, 
а(Ф;;, Фаза =+ BS 73 B, 
( ¿fs Pi, 2 1} Б, з h, А 
һ ñ 
8(9,,,7,,,,5,)) = Er h. 4 А, ) 
h, 2 h, 
ñ 


| а(%і;,%9,.!, DR Rt 
_ 4 h h 
q(@,;, Pis) = 3 А, + k, ) (4, 13) 
i ñ 2 h, 
а(%;,%,;,/0- 4 h, 3 ñ, 5 
„if 8; h, 
20:914.) er t): 
1 ñ, 2 А, 
а(Ф,;,Ф7,;-1) 3 h, 3 h. s 
h h 
паво ва), 
лт h = zs 则 有 
LPi Pii 141) i 89,5, Pigra) - - 
_ 1 1 
GC9,5, Dr r 4.32 | 12) = "3? а(Ф;,Ф,-1,/) 一 MP 
_ 8 _ 1 
Pis Фа) = афу, Ф.) = 724? (4,14) 
а(Ф;;,%- 3-43 — —, а(Ф,;,%7,3-13 - =, 


а(%;і, ua 1,3-1) = 一 
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2.2 ”关于 提高 四 边 形 汉 线性 元 解 精度 的 讨论 


WHERE Ebh ӨКПЕЛІ. ЛЕЗО АДЕ 38 
ЖЕБЕП VS BJP БЕУ ЛЕЛЕ ДЕТ н LAA iE, 
求解 有 限 苞 方程 组 , Вал и, K t 4 ië sp ЕНУНІН 
JGR RUA ou,/0x 和 gu ,/Əy, 

车 前 分 是 正规 的 ， 育 限 元 方程 中 各 数值 积分 可 采用 二 有 阶 精度 
的 数值 积分 公式 (部 采用 类 做 于 一 维 数值 积分 情形 的 中 此 形 或 ВЕ 
形 积 分 公式 ) ， 世 可 采用 具 行 三 阶 精 皮 的 数值 积分 公式 (例如 对 
[-1,11xt£-1,11 50, 335500. 57735,1, 773105 ЖЕЛ É 4 
Жалтыр жада), BATARI АЯН IRIE fe B 
— EX OG ma um-48,90u/0x ЖІ Әнуәу 在 任 一 单元 上 一 般 
НН O CO тш» НЕН 

ВЕЕ ЕАУ CRI ET BASLER ЖТР ИШ 求 每 
个 单元 是 А? РНН Ж, Н.А ЛН BUS GE — Jj 
yg, БЕНЕН ЕО» ， 有 限 元 方程 中 各 数值 积 
DER О САЗ) PEHR RA kR Aao” WMATA Aka 8 
元 解 的 精度 仍 有 O COO 精度 ， 或 较 好 一 点 ， 但 单元 的 形 心 处， 
Ou /ON Жі Ou OY RII EA OU) ЕЕ. ШЖ ЕКЩЕН SB N 
的 高 精度 导数 值 进行 线性 内 插 和 线性 外 推 ， 民 获 得 共 它 点 处 的 导 
ЖЕМЕ, 

作为 数值 例子 , ИН 0 = ГО, 11х E0,11 EP TÉ ЕЮ КЫЛ 
值 问题 ; 

( "- -12% -2y» -16x* + 54x v + ]6y * — Axa c 
| -42X'y 12x y* 185, (х,у) € Q, 
Lu 0, (x, y) Eü, 
EARE u= x (1 -9Уа- y) (1+2x% 732, Жат 
WEDDEN = 4, б, В, 10362, 4938142. 62. 82, 102 个 小 正 
HFEA, НЕ — 用 1х1 Gauss 点 求 积 公式 ， 且 用 
«2925 à 


Es= {a zl( LE (z) ) + «(S0 E (2) T 


表示 有 限 元 导数 在 点 集 S LAUEIGEUSDON 对 于 单元 的 中 心 的 
点 集 情 形 ， 用 El 表示 ; 对 于 单元 顶点 集 台 情形， 用 ES 表示 之 3 
采用 2x2Gauss 点 求 积 公式 且 对 应 于 草 沁 形 心 点 集 的 情形 用 EE 
骨 示 。 它 们 的 数值 比较 如 下 1: _ 

—  — Hiei url, I3 h uk Phi, 
| E | E | ЕР урра аим, Wi ELR 
1/4 | 0,0550 | 0, 0587 0. 27 А2 Wh. 当 B=1/4 Ы, El- 
1/6 | 0,0250 | 0,0274 | 0.18 0.055, ХИ h= 1/10 时 的 Ed = 
1/8 1 0,0140 | 0,0156 | 0.13 0.11 还 要 小 一 倍 。 由 此 可 见 超 收 
1/10| 0,0091 0, 0010 | ih лын Ж, Ж, ЕРШ 
ERTBPEBBErn ЫЯЛИНЕ НЕ АНЫ, ЕЛ 15 1Саицва д 
ЖЕМУАЗАНПЕИИЕН PR МЕ АЯ ДЕ ЧЕНИ, MASALAH 
БЕНЕН Gauss А | 

为 了 得 到 高 精度 的 有 限 元 亿 ы Рз 

НИЕ, ТАЕ ТАУР, АГАН 
网 格 Qs, о, О Qu, 中 每 个 单 
元 的 对 这 中 点 连接 而 成 节点 上 


АУЛ PR UAE t, 和 u, ТЕМ, 

4.497 设 uE H*G», 
Ж, 4, ё, P TE 50,523 Z8 P; M P». 
ЕТІК» M RIN E 02, 分 斯 中 图 4,8 


任 一 单元 的 过 中 点 和 单 汇 电 心 ， 出 
| u (P) = iEn PD - uC Po J - Оқа), 
| 


| -w.(C9)1-vaD|- oa, 
4 1 
и (N) 一 25, 19 48, (P O) = a PD I| 一 OX. 


ti (Af) + - LG (Pi) = s, C) + (u, GP) 


(4, 15) 
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读者 由 定理 4, 4 可知， 适合 于 三 角 线 往 元 情形 的 有 限 元 解 的 
浙 近 展 式 (4, 1) 对 和 矩形 双 线性 元 情形 也 是 适用 的 。 


55 高 次 元 


为 了 提高 有 限 元 解 的 精度 ， 可 在 章 元 上 构造 高 次 形 函 数 。 亚 
人 然 ， 峰 于 局 次 插值 型 闭 煞 对 真 解 的 逼近 误 莽 成 小 了 ， 所 以 有 版 元 
解 的 精度 也 会 提高 ， 

任 一 个 三 角形 单元 上 构造 二 
СИЕ ЯЧИ, 13100 6 个 播 什 
条 件 ， 为 此 须 增 加 三 个 边 中 点 ， 
如 图 4, 9 所 示 。 车 采用 面积 坐标 ， 
则 这 个 二 次 尔 数 是 关于 面积 坐标 


MEE, пш, — ^7 4 ü 

La | Ls) Hffé 3818 XOU Ei 4.9 

TE. WEIL FS ux] RC АЗЫНА НО N CL, Да, Lo. MA 
М.С А) = бу» 


N. (L, Li, Ls) AS OP LXX i, іт 1,2," Б, 


在 直线 4s4s (14-2), N = 0 这 表明 下 ;含有 ( L. -i) 


BT 在 直线 4,.4,.4. i CL, - 0), N -0, XA XA N, ZAL, 
AT: XAD N, 是 齐 二 次 式 ， 所 以 必 有 形式 NAGLA Lu hoc 
eL( L;- i) 再 利用 条 件 М.(4,0-1,48с-2, ЖІК, N = 
Li1(2L,-—-1», 

同样 可 得 

N= -а(91,- 1), N= KR, (2L;,—15, ` 

在 直线 «4:454 ЕСЕ = 0), №, = 0, 这 表明 N, 含有 L, H 
子 ; 在 直线 4.4.4 ЕСЕ 0), N ,= 0, XX ВА М, ®Ж LEE 
із XB №, ER T IBEPERASSRIEI 3C 1, ВТШ N = езі з 

* = 


ПЛА ло = No 1, t)ar Жезі, 因此, Мұз 


47,2 Гь 
HRA 
Ne= 4L La N,- AL, L.;, 
利用 面积 坐标 和 *-y ЯҒЫ 50, BU n] АВ cd LE PRÉ 
Nx, y) 2 1,2,-,6), АҒҒЫЛ АЛИНА ЕЕ 形状 
ЖІ, 4, 1043Ж 4,1050, 


ВЧ 4,10 


АҢ, Ean e КЕСЕ >p 
u, (X, У) = Ушма, у), (х,у) Се, 

18405 58 v0 15 ea АЕ БЕ ЖЕЗ ROG ЖГ ЖЕ p (x, у), EHE 
1л. БЕ СК ЖР, EE I TAKTE КАЕШ, 
是 整体 连续 的 分 片 一 次 函数 ， ТЕТЕ: ЧАҢДУУ Еа ША, 
所 有 整体 节点 基 落 数 的 线性 组 合 为 

н„(Х, У) = È u qp (x, y), 
Жаа, u ÆTTA і ЗІН ЖОН Мің, NE АУДА Aum 
把 的 总 数目 ， H.CX, У) ГРЕЮ Ерак ибх, y) JIE, Li А, ЖЕ 
整个 Q, E, (х,у) ЕНСЕ ЖЕ Ph PE ER. u (x, У) Є 
Ной), f 
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在 标准 正方 形 单元 上 构造 双 二 
tK GIB АЯ АНУ. ІҢ АЛТ, 
DA ЕЗІН IWER МЕРЕ Ú Ti Sa wk | 
RAE Pat Ed IH ҺЕН PU T Ft (,D а, pK D 
ЖЕ 
[751-6 [мт 
N (ë) =š NOD = 7 
组 合 乘积 得 色 的 ， 乍 形 双 线 性 元 有 (0.0) а/о а. 2 
4 个 单元 节点 基 图 数 。 利 用 这 一 特 图 4.11 
后 ， 将 第 一 站 §5 胸 一 维 二 次 元 基 苛 数 
(505) = GE- DÈ- D, NaM = (29-1) (0—11; 
| N G) = 480-5) т. N (n) = A10 -0y 


N (Ëy = (26-1) | NCD 23190 - D 

作 组 合 乘积 ， 就 得 到 定义 在 标准 正方 形 单元 上 的 9 个 双 二 次 元 单 

元 于 点 基 函 数 〈 参 型 图 4,110: 
Ғу,(8,4)-(285-10(6-10(24-10(4-1); 
N, 0,7) = (2£— D (£- 100212 — 15, 
N (6,7)-Е(2Е6-1)(27-10(1-1); 
М,.(6,)-4(28-104(24-1); 
М, (= 4Е(1-69(2Ң-10(48-1) 


N D = (25 — I(E- 10 42(1— 10; 
N , 45, m = 165(1 -E»n(1— 0): 

М, 6,1) = 45(1— 2)T1(27 — 1); 
уыл) = 4&(25 — 1)n(1-- 7), 


Hiko Hl, БМ ХЕЛЕН ОН IR BEAR fl 
АМЕН ВОКА РЧ, АЛ “ПЫ ЕЛЕЕ ДЕЛА Е 
LHA Ал Ы; 再 利用 仿 射 变换 (2,13} 式 或 (4.9) = 
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就 能 得 到 定义 在 每 个 实际 单元 上 的 单元 节点 基 函 数 ， 把 具有 共 间 
顶 节 点 的 所 有 单元 上 的 单元 节点 基 毅 煞 拭 姜 起 来 ， 就 能 得 到 定妆 
Жоо, БАЖ ЖУА ДІҢІ (109, у), IEE p (x, y) 是 局 部 非 3 
HJ, EE 1 的 交集 上 非 专 ， 而 在 文集 外 但 汶 零 ; 这 样 便 可 殷 
BUE Ee HRS И АЕРА КНУ ЊЕН fr 

H UX, y) = Mew. у) (4,16) 


ТЕЛ u(x, у) 的 近似 函数 ， 最 后 利用 Ritz-Galerkin 方法 得 到 
相应 的 有 限 元 方程 


N 
22409, Paer = (f, P3), j= 1,2,-., N. © (4.17) 
= 1 


由 此 可 知 ， 采 用 高 次 元 的 有 限 元 方 靶 与 末 用 钱 性 元 的 有 限 元 方法 
ААВ. 

如 果 在 构造 单 沁 节 点 其 函数 时 ， 只 和 录用 了 括 值 节点 处 函数 信 
НИЕ» ЖӘЛАН СЕН ЖЕНЕН БАКЕ ЛЕ Lagrange 88 3818 
ЖЖ, Lagrange ту БЕ М TE BB u E BJ m Wk ФИА, BI 
XX. КЕЛЕЛІ ЕН 3 МИНЕ, МЫН 3 个 丘 值 节点 ; 
J = f — K ЛЕН 6 小 播 什 条件 ， 所 以 至 有 4 ЗЕ» 14 
造 三 角 三 次 元 要 有 310 个 插值 条 件 ， 所 以 机 有 10 个 播 值 节点 ; ss, 同 
TH ЖЕ а 4 个 插值 条 件 ， 4 个 播 信 节点 ; 双 二 次 元 
AU 9 个 插值 案件 ，9 个 插值 节点 ; 双 三 次 元 要 有 1648 fH 4 
件 ，16 个 播 值 市 点 ; s, mU Lagrange 0р а АТЕВ 
元 上 它 的 可 阶 导 数 不 为 零 ， 但 是 就 整 休 而 言 ， 特 别 是 在 意 元 公共 
边 和 节点 处 ， 它 是 连续 函数 日 家 于 HO), ТЕН ЛУ НН, 2 
来 用 Lagrange ІЛЕ ШЕ Ж, M IORA, ТУЫН e, 0; 
=н, Yu. 

ПНЕ АЛЕ А F АЙЫ, ATAR ATATA 
[fe ES ЖЯН Т ИШ ДАМЫ ЕЖЕН ШИН ДЕ, MAREA 
ЖЕН ЖЕН ТЕ ФЕ 是 Hermite EE dB NER 57, Hermite m 
АЛАН EXE МЕУ Eñ т К ЛЫНАН. И, = bA xG 
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A= Hermite ЯНАВА ЗЕТ x An y iy = ЖЕЛ 
5, PAD ERRA. ХИ ШЕЛЛИ a ЕЙ BERT 
E E БЕЛЕЕ A Ал J TA SERO PE ТИН ОЕ ЕН ЕЙ. X] 
in, EERDERE Hermite HAREA ЗЕ Т x ЛП 
УНДА, wal 个 插值 条 件 ， 这 可 以 由 二 个 项 点 处 给 
定 的 活 数 值 、 两 个 一 阶 售 导数 的 值 和 二 阶 混 合 导数 的 售 ， 闪 16 个 
条 件 来 确定 。 由 于 使 用 了 导数 值 作为 插 信 和 条件, 所 以 就 整体 而 言 ， 
Hermite АЗЫНА ТОН ЫН AA BEBÉS. НЕН e 2 АА 
iX Hermite НІҢ ӨК ЕЕ ОТ С! (О! 的 。 在 月 限 元 方法 中 ， 若 
采用 Hermite Ж{ {Н Ж, — Dp C4, 16) 式 和 (4 417) 式 中 的 将 是 
их, У) 在 了 节点 处 的 殴 数 值 和 导数 值 ， 光 了 不 扰乱 读者 已 请 HW 
沿 握 的 有 有 限 元 方 潜 的 框 染 ， 为 了 节省 篇 幅 ， 本 篇 不 再 详细 介绍 有 
关 构 造 Hermite THARA, ЖУУ НІ 8101. 
[12285113]. 

ЖЕҢЕ ЛЫН ЖІ т Кл, ME X EF CPRO 上 的 二 
Br 398 НИ [97] Pu FS 0C AE u Ep E FIRE (Ui ПЕ, 

]D'éu-up[;s;ch"*"[u],, (іс0,1, чЕҢ”(а)», 
[О - uis sch" Пал. (Сіс0,1,шеЕ H"*7(Q»., 

UA, E-W F ЖЫНҢЫИХЛ IB ЕЕЕ Eb H 
线性 元 的 有 限 元 精度 要 好 但 读者 应 该 看 到 ， 呆 用 高 次 元 必须 成 
傍 地 增设 尝 元 六 后 或 插值 条 件 ， 有 限 元 方程 组 的 阶 数 其 之 疾 增 ， 
这 样 在 珍 成 和 计算 有 限 泡 方程 组 的 过 程 中 要 花费 的 工作 量 也 和 随 之 
Ahi. 所 以 除 特殊 需要 非 用 高 次 元 不 可 之 外 ， 一 般 不 必 采 用 高 次 
元 ， 而 采用 线性 元 、 网 格 细 分 、 外 推 和 利用 超收 误 性 等 措施 ， 这 
样 既 可 使 计算 工作 基 送 度 ， 又 可 提高 有 限 元 解 的 精度 。 当 然 ， 在 
HEHE RERA EA. ДЕНЕС КАЕН, ERARA 
Ту т 

ТАЖ Н, PIP BI, AA Л ЕН {ДЇ 
БАН), ЭЕ Sini Н ООН ЕН ЖЕНЕ ЕЕ, їп, 
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BEEKE 0, AERO BERII” 单元 剖 分 质量 的 
Ба 网 格 细 窗 程 度 ; ЖЫЛҒА u, ERMER: 有 限 元 方 
程 组 中 各 个 元 过 计算 精度 的 好 坏 ; 总 刚 阵 性 质 时 好 未 ЖОН ОВ 
方程 组 所 选用 的 数值 方 沪 好 坏 ! 等 竺 ， 只 有 全面 地 采取 各 种 有 次 
НЕШЕ, ВЕЗЕ A ЖЕНЕ ie A МЕ НЕН. 


2229. 


АЕ ШЕНОН АЈ 


ЖЕД А ЕУ ВИ ВО ШАНИ, РЗ 
以 有 限 元 方法 展开 ， 介 绍 变 分 法 和 Sobolev 空间 的 有 关 AH 识 ， 
泛 函 分 析 和 含 微分 方程 弱 解 进 定 性 的 基本 问题 ， 以 长 有 限 元 误差 
ЕНЕРІ. 本章 内 容 可 搂 学 习 需 要 穿 播 于 第 一 章 到 第 四 章 中 学 
习 ， 也 可 集中 学 习 。 


$1 变 分 法 简介 


变 分 问题 是 研究 泛 范 的 极 值 问题 ， 这 是 一 个 很 早 就 引起 人 们 
注意 的 问题 。 早 在 十 埃及 时 期 ， 就 已 提 册 “两 固定 点 连 线 以 直线 
为 最 起 ?的 命题 ， 阿 基 米 德 还 将 其 作为 直线 的 定义 # TAEAE 
提出 并 解 次 了 “定局 长 线 所 国 图 形 以 回 的 面积 最 天 ”的 问题 。 那 
时 ， 人 人们 都 是 几 十 老 的 几 丰 [方法 去 研究 变 分 问题 的 ， 

1696 年 ，J. Bernaulli 首先 公开 提出 最 速 降 线 问题 ， 注 引 
起 了 一 六 批 数学 家 的 兴趣 ， 从 此 数学 进 人 了 变 分 运算 的 年 代 。 
1744/E, L. Euler 综合 了 前 人 的 土 作 ， 确 立 了 变 分 法 ， 从 HE ах 
分 运算 及 其 研究 壕 述 地 发 展 起 来 ，18 志 纪 ， 由 J. L. Lagrange 
Ж К, Gateaux 进 -一 步 简 斤 完善 和 发 展 了 变 分 法 ， 合 其 成 为 应 
НИЯЗ Н АУЗ ЛЕГІН, 

ТЕТІН ЖИР НЕГ Bi ЖА 32 rh, БИЛЕЛЕК ТІП, 
力学 、 电 学、 弹 塑 性 型 论 、 数 理 经 济 学 、 最 优 控 制 论 及 系统 理论 
等 学 科 中 的 不 少数 学 模型 ， 在 很 大 程度 上 都 是 用 变 分 形式 提出 
的 。 特 别 是 有 限 元 方法 把 谈 分 形式 作为 数值 链 法 移出 发 t. M 
此 ， 我 们 竺 简要 地 分 绍 一 些 密 分 法 的 基本 天 邦 方 法， 
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1.1 Lil: 


最 速 降 线 问题 ол. вилла СЕ E. ЖЕЖ ЕНЕ 7) 
的 情况 下 ， 一 小 球 消 哪 一 条 光滑 曲线 从 А ДИЗЕ B ТЕРІНІ 
"b 


AD, 0 X 
жу —  . i 
(КЦБ.1), ШЕ 4 BEN 方程 为 
у= у(х), WT S EJER B. Bo yo) 
| 


MRAP, ШОНА (х, У 
НОЖ о = 29у. РАНИТ ú 


JL Etd s Br ña BUH: [B] [ 5.1 


a VPGD ,, 
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帮 总 时 间 为 


E 
Т = “|, / 一 ÉL e) s 


TATRA у= y) MEE, НІН, TR ORC Y C 的 函数 .最 
УЖ КЕЕН] И, ЕЕЕ УЫ л, Ве ЛАШ УС) (ЖИ 
X(X) € C? [0, x D, 当 小 球 沿 善 这 条 光滑 曲线 滑行 时 ,个 取 最 小 值 ， 

最 速 降 钱 问题 的 数学 描述 姑 ， 找 一 函数 ?>(*)E М, BUB 
ау. 5 


TIy(x)]:- j. /- . . d хәгшіп, (5.1) 


Mi уку! уху CHE s IO = 0,У(5,) = yil. 
最 小 面积 问题 ТЕ ЕЕН БЕ ІН, ТАА 0 
面积 最 小 ? 


"231% 


设 面 定 框架 在 xov 平面 上 的 投影 为 品 QG [уй Ai 
00， 曲面 位 移 记 为 2(х, y), 
г(х, у){ЕӘО 上 的 值 为 P(X， 
y)， 见 图 5,2， 易 知 曲 面 面 积 
S УН д АЕ 


SCz({x,y)]= ME 4- (Z y | 


+ (2) | ахау 


= | (1 + [vel ахау, 
ü 


TARH S (х, у) АОБА, AU 设 2(х,Уу36 C'( 0), 

最 小 面积 问题 就 想 村 在 那些 属于 CQ) 有 日 在 838 EF (REX dà 29 

Фох, y EDER ЕНЕР», 5-ТЕН г (ху, ЕЕ ЕУ, 
ЕМЕН ШАРАНА; RAR УС М,Н 


steG 1s | (1+ | 2]*0 7? dxd y-»min, (5,2) 


Mi -(se(x,y)lz(x,95)€ C? (0), Zx, y) lan PS, У). 
КИРАТЫП, МЕНДЕ 5588 S 35 ЕЎ ІНІН 
КЖ, ЖАЯ ДЕЗЕ: Eg B] S КДА ЭСН FEBRE I 33 АА НО ER 
Es ТІУІНІЗГГІ ЕНІ, ХАГ АЧА ДЕПУ 函数 ， 
Ы ЕНУ ЖАРЫ» Дх ЖЕРИБИЗ ЖА АТАНА, IESUS 
AREARE, EREL ЫР; KEARE ШЕ Eri] 
E. | 
12 ЖӘН 


1 ux)€M, их) РАКЕ МАНАЕ А Ay, AGE 
зу ОИМЕСЕСТӘР-ЛАСЭЭРИКТТЗИРА ТЕГ ЕРТЕ 5 Y g 
ЖАНЫҢА ЧЖАО; IURE LIEBHERR Xu CX ВЕР BR 
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Fua ФН, КЛОН) ДЕШ, 处 取 ГЕ)? 
МЕК Ш). РАНУ {К ОҚ akui) REE MTE РЕ АУ Ж {Ж 
СЕЎ ЈР) МЕ. БЕТІНІН, cf ФЗ рН] ДАО ШЕ, AA] 
НЕЕ ЕТ іН, 
BEER HZ, ЕЖ ЫН ІП АРЫ. HARS O OES, 处 取得 极 
ІН f(x92, ЕЗЕННИЯМНАХ,)Д, PH2 f(x) 在 х, 处 取得 极 fü 
f (xo) V W ЕЖЕН 
lim с кА» ESL J'(x = 0, ЖІ)”(х,)2>0, 
АЛЕ, WIB АЧХ ЕНЕ АХУН RA x = ko (A C 
R YVER), Шырақ ODG ИЕ А f(x, Аз), ШРАМ 
X32 AWARA 0 时 才能 取得 极 值 fox, isti gk 
НЕ ЖАЯ ЕЛЛРЕДЕЗІНІ ТІЗЕ ІС АЕ ЖЕТЕ 
Jia Aa. = 0, ЖІ EAD [4:,70, VVER, 


ІНЕ, ZZ BECK E E ЕҢ КО BERE E, ЗАЙСАН TE 
ERIT. EIZA J (u) E uca ARERISGEdE. ЖҮР ЕМ 
HRS EE— EE Eu (x ) AD ETE wot%*) 经 一 扰动 函数 u(x) 作用 的 结 
А, BÄ 

цох) = u (x) вА) Є M. 
ЖЕЖ» Шы." РУТЕРА К, Ера е ОШ ЕЖ 
ШЕЕ: ЖЕ ЕЛУ ЖКН 9(х)ғ0, idv(X2€ M. МЭР 
BERI. РУТЕРА КМТ Е Ж u (x 0 НЕ HU А 
J(u)n] Ep РУХ 

J(u)= J(u,+ Ae) = @(A), 

读者 应 特别 注意 ，y7(ua+ Av) 是 一 个 关于 实 套数 4 BUSE E EE 
NOR EA 0 时 才 取 得 极 值 Jus. ДЕН £A MEAN. EE 
Лио КЫН u s Ja ЕЕ 

Jalti tAv) [а= 0, (5,3) 
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Rİ 
J5 y t Av) [а о20, (5,4) 

ARTE (5.3) X 329 Euler 4ASESR PE, iig Euler 必要 条 件 的 
МЕНЕЕ ЖЕН, LUE RR SEI 6 EG. DANG, 
ЖИЛ de dee. 

WEH. HARE (6.3) 可 得 到 … 个 积分 方程 ， 再 利用 变 
分 预备 定理 ， 又 可 得 到 一 个 微分 方程 ， 这 个 由 Euler 必要 条 件 获 
得 的 微分 方程 称 为 Euler 方程 ， 下 面 先 介绍 将 经 常用 到 的 变 分 预 
“ЛЕШ, 

变 分 预备 定理 Ru) C C'ra,bJ] Hip 

Cira;b] -(ә(хуһ(х36С1а0,61, қаз u(b)= 0), 
T 


b 
Гавдасо4х-0, Vox) € cito 61, 
ЙІ и(х)=0; Vx&[a,b], 


ШЕН HEIE. irela, boliu) 540, АДУ u (220, 
H Tu(x)BJyE2EPE, WIL ZESEIXIRIEEL, &) С<Гва,6ІНжеЕГЕ,,5,1, 


(8 FARM: 
u(x)> 0, xC (E i, 5], 
HHJ 3 
_ EVEN з 
von - (7 EA (x S)", x €(5,,£), 
0, 别处 ， 


显然 v(x*) €e Cila,5), {НУ 
СЕТ dx = | иозосяубя>о, 


MISRA. XXSDWEBHTu(x2m0. Dj 
上 述 变 分 预备 定理 还 可 推广 为 二 维 情形 ， 
ЕНТМ О, (x,y) ECA, ІН 
C ICQ), = {uix у) |v(x, y ЄС!0),0|,.= 0), 


ОЯД = 


Ж 

| ue oomen oodxdy = 0, Yox, y) € C1GD, 
ШІ u(x,2)m0, У(ж,у)2, 

1,3 Euler 方程 


Ж EH ЕТЕ БЕ АР) ҰЙ(5,10. БУ 易 知 ， 
ЖҮРЕ ПТА ТЕРА ЖК s [R] НІН; 

М. «ЧУООДУ(Х26 С:10,5,1, vcü02-0, у(х,)=у,}, 

Ма =(6(xw)|u(x) C C*[0,x,], e(0)=u(x,)= 0); 
没 变 分 问题 45. 二 在 y(x) 处 取得 极 值 ， 经 抗 动 函 数 作 用 后 ，y(x) 
HIY (x2 REY SB 29 y (X) AGORY” (x) + Av^ (x), АЙП GL D 
зл ZU 


ITO + Au) = ЕШ Dt (Y'A Y? ` dx-»min, 
29 {Y T AU) 


y + AE M, Vuc Mi 
利用 Euler WAG (5.3 和 分 部 积分 法 ， 有 


TAY Zo 


-- — € m — — a ——- 


y’ „/ _ 1 LEY v v dx 


—IIV 
 — s wg 


= 0 "7. EL 2У 


"Z|, Vas ' tx "Сам 1 sl sds) vd x-0, 


(5,5) 
再 利用 变 分 预备 定理 ， 得 
1 firy'* |4 y” _ 
2» y o” dal srs |59 


ы. Euler 方程 ， 它 可 改写 为 
4 Lett К – 1 
dx VY" -Vy Ін = оуу] ú 


积分 一 次 ， 有 У(1+ у) =с,, ШУ” -сірі 则 得 
235% 


y= жа - cos2b, 


x = A(t- sin2b жс), 
BRAHE AG =0, y-0, JRit0o-210, ДБ E 5) 
问题 的 解 


E ` 
x= — {8 - 8100), 
| ә 59 119} 


у= — (1- cosp) 


2 
Ж-Е GZ). 
БН GED ЖШ НІНЕ УН» K RTE Atete 
28, ТОН ES; phe ih kH, У ЕНЕНЕ РРА, 
EHEAR S EHEN, 
一 般 地 ， 求 合 有 一 阶 导 数 的 恋 分 问题 
b 
(0s | eG v ydo min, (5.6) 
Vy€M: =(yx(xw)|y(z)€ C'[a,5]1,y(a) = у,,у(фу= v4) 
MgA Euler НАН Б, IERA ER E а BP 
Ma = {9(х) ver) ЕС La, b], vla) = ө(8) = 0}, 
ram 
F= F(x,y AAU, у +0” у= ЕСх,у,у 0» 
у=у+Ат, y'= y' c Av', 
82, AA Euler 必要 条 件 并 使 用 分 部 积分 法 ， 就 有 


, _ dJI(y + Àv) 


-ГІЗЕ ау DR | ds 


дау ад әу? ау, 


=- | [22v ӨЕ v! |d x 
aL gv ду" 


A= 0 
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o d God 9. 


(5,7) 


最 后 ， HAHHA ESE, ЗЕТ [8] RM (5.00 Brit Е fj Euler 


方程 : 
“BF а pu 
ду dx ») É 
Уба) = Уә yb) = y, 
HTAA SB НЧЕ ВА 


J Cy) roy y! ну Ух, 
PA S d ZE TTS Su Jy (X) BJ AREE: 
y (а) zs yl (a) = 7 (a) = A. 
у (6) = Bo y' (6) = В, y'" n (5) = Bu 2. 
由 实现 极 值 的 Euler 必要 条 件 ， 读 者 不 难 推出 其 相应 
方程 是 
| а" 


* ñ Euler 


d d? 
Fy ogy yt Feo COD Ta V F e= 0, 


| 
y Pla sa, y P" = В, і-0,1,е%,т-1, 


FH 2e 5x АЙЫН ЖЕ Як ЛҮ [л] НЫ 18.73 ӨҢ, 
例如 求 变 分 问题 


| 
; кә-| F (X, y,u,u, üu )dxdy=>min, 
Et 


«u(x,») € Mi -c(utx,y)cc?inolulgs gix, v») 


所 满足 的 Euler 方程 ， 此 时 试验 函数 空间 为 
Ma -(9(x,252€C'(0)|vl5o7 0). 


(5,8) 


жер Т (uy {ЕШ (x, ARRA RE, DA u, u, 和 uy ЖЕТ. АЛ БЕ ЖА 
作用 后 相应 地 变 为 # Av. 4, + Ave чу +A, МІІМІН tE— Ж 


ҮРРАЖУ 3E [Б] BE Co , 8) 可 改写 为 
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(та + AU) = | ок, ууа eio use itu, ean) dxdy min, 
lura M, Vuc Л. 
利用 Green 公式 
| ЕЕ КЕСЕК = [ Қы 
| [ wv dxdy «|. usdxdy-| ноп ds, 


(ih n. 和 n, 时 音信 法 的 是 的 * 和 ?分 量 ) ,和 Euler 必要 条 件 ， 
有 


= |, OF yy дЕ u. + SP v, dxdy 
LI 


J' (uú + Аш) " Au ju. ju, 
„{[дЕ ә 3F ) ] 
|. дч ох (%-)- a» Gc) odxd y 
OF ӘР 
«f ди, n. +- Эй, n 


Хрізс М,, БІз!|,р-9, MEA 


ОК д (OF g [дЕ _ 
| Эш эх Ада) ar зу }4®47=% 5.9 
НІЛДІҢ ӨЗЕН, ДЕЕ и] „= (х,у), WERE 
In] (Б„8)АДТ fr)Euler 方程 


2-2 GD- EG nen 


ujan = gx, y), 
EPIT. AA i 


t 
neo «f (2) 
|М, -("СС%(09іші,о- 9(х, У)) 
时 解 所 适合 的 Euler 7; £i Poisson 方程 
" 238 * 


L 
— 2uf |4х4у-ьшіп, 


( Auc fona (x, y) C D, 
ulig- g(x, y). 
I] ËF > кектене СШ Euler 7; # B 


| - = В x, зей, 
2.5 M Lax BEES DIS ‚ ФУ 


| 
| 
2| 30= (Х,У), 


殖 看 一 个 具有 多 种 边 值 的 例 耻 ， 求 变 分 间 题 
|J си) = f F (4,0, n5) dd y «| ( (u)ds-»min, 
: 9 P, 


| (5,10) 
М. =(u(x,y)C€ C2(OQ)|u|r,= g(x,v)) 
所 适合 的 Euler Jy Eg, Ж нда = Г, 
r Up, 如 图 5.3 所 示 ， r, 
185 0,2] РЕ EX FIRST 4: 
ЖЕЕ ИК, ОЛЫ SEDED 图 5.3 


=, TECH AHS ЖЇК) ЮАР ЗЕН] 
Миы ={б(х,ууЄ б  ?(б)|е (х,у) |r, = 0}, 
完全 类 似 于 前 面 的 推导 ， 滋 函 可 表示 为 


J (un ku) -| F (u F AU ч, + AU, Uu, Au) dxd y 
HF. 


«T Giu + А0) ds, 
应 用 Euler 必要 条 件 和 所 reen 公式 ， 则 有 


_ aF ӨБ К [ 
TE J. E ди ^ Ou, " Qu, ” dw y 


dec 
г. dt vds 


BF 9 (ӘҒҰ д (ӘБ E dG 
=f, ĝu ду Уда,/ ду “ди, Se) |мікгу + vds 


DL фе} 


әш Өн, Hy 


J! (u + Av) 


+ 
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ЕЕ 9|л,-0, ЕЖШС 2) 


ПЕк- 2. 9F.)- 2 (92) vds» 


С OF. OP, л, | 4 
c у Ur - 5.11 
+j, ү + au, би, ves 0, ) 


注意 对 YuE M, (G.103X8 EMAS. Me HAIT ЭРА XE v 可 
分 汰 二 类 ， 第 一 类 ，v|r=t|r,= 0， 第 二 类; vjen = 0,ulr 0, 
不 妨 先 取 第 一 类 试探 昭 数 ， 人 这样 由 {5,11) 滤 得 到 


9p -2 2E) 2 A)» (х,у) € Q 


在 和 怠 上 几乎 处 处 成 立 。 志 以 向 题 转化 为 


ас , OF 
ағаға ааа” 


EREL KARRAS wt (5 А] 
ас , 9F д 


du ди, * ju, 
£T. 上 几乎 处 处 成 立 。 联 同 u€ M AYME ше, = а, B 
得 到 变 分 问题 全 .10) 的 解 所 满足 的 Euler 方程 


k= > ы 3» (Š 


n = 0, (х,меғ, 


F зо, (х,у) 0, 


Qu, 


ас Lap. QF , _ 
| du * ou. gu, "7 D (м,УҘЕГ,, 
Jug, (X, y) € Tr. 
1,4 ЛАН 


1。 本 节 中 列 出 的 几 种 变 分 间 题 都 可 以 利用 极 小 位 能 原理 
获得 。 极 小 位 能 原理 表明 ， 一 切 处 于 静态 平衡 的 物体 和 系统 痢 具 
有 要 小 位 能 ， 记 以 极 小 位 能 原理 是 能 量 守 恒 健 的 开 现 ， 剩 用 这 一 
艇 量 原 理 ， 读 硼 可 以 容易 地 建立 各 学 科 中 存在 的 变 分 问题 〈 参 见 
第 一 章 $1) ， 
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2. ЖБ] МЕЛІ, BA Euler 必要 条 忻 一 定 可 
E itx 
J (Lu-Dudxdy+| (Gu — Byuds = 0 (5,12) 


HJER. ән Аг (E Q EOS, CO EMER. 2 
жун г, ка», ОЈ ТЎРА (参见 (5,5) ~ 
(5,112 350, ІҢЖІЛІ y pR КЕ РИШ БЕН ПЕЙТ БІЛ 形式 (5,12) 
转化 为 微分 方程 (Euler 方程 ); 因此 5 以 断言 WE BI 型 微分 方 
程 一 定 可 以 转化 为 能 其 积 邹 形式 ， 且 这 种 形式 办 换 的 关键 如 十 
(5,120 XX, 

3。 能 量 积 分 形式 和 微分 方程 形式 是 描述 事物 性 楚 的 两 种 不 
同 欧 数学 形式 :能 量 积 分 形式 要 求解 的 党 请 程 度 低 ， 情 如 微分 方 
程 中 要 求解 #E СІ”, ШЕННЕН SOR m ЕН Ж 可 积 
分 ; ЕЕ ЕКЕНІ. ZADAR. ХӘ ЕЛЕ 
式 对 于 处 理 复 末 的 边 值 条 人 性 是 有 有益 的 。 特 别 地 ， 能 量 积分 消 式 作 
为 有 限 元 方法 解 微分 方程 的 出 发 尽 ， 从而 使 行 限 元 方法 保持 了 上 上 
述 种 种 优势 。 

4。 为 了 学 习 和 大 由 元 方法 ， 本 节 内 是 简略 地 介绍 了 一 些 有 党 
е. ЖЕРІН. ДЕУ ЕН ЖЕЛ ДМ ЖЫ ые, HOA 
及 其 应 用 的 深 人 研究 ， 有 兴趣 的 读者 还 可 参阅 [2 一 4]， 
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2.1 BHF JE HR É$ ELEME GE 


Лежа MEE, HART нє СН, жін 
题 、 变 分 方程 和 微分 方程 边 值 问题 这 三 种 数学 形式 的 相互 转换 关 
Ж. ЇЙЇР ПШ, КЕШЕ 


І 
J (n) =Í |17 . (0/5? — uf ldx min uc M; 
0 k - 
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利用 变 分 法 ， 得 变 分 方程 
(талах - [ fuda, vouE Моз 
EDRIH B Дд, ЖИЫН ЛЫҚ; 
[t Tw - убх -o, Vve Mu 


БИН p ma 228159 Euler 方程 
CU Tu"-f, 
u = но) = 0, 


在 实际 问题 由 ， 外 四 了 可 能 是 间断 力 甚 至 是 集中 力 ， 此 时 的 
变 分 疝 题 和 迹 分 方程 仍然 县 月 意 浆 的， 但 激 分 方程 的 边 和 值 问 题 却 
HAATTE O HAR, БІН ЕНІН C C* o, 13€ Нез ME f$ 
АЈ KE ЛАНЫ, 5)— 5n, REZ 条 EF u € L, fu! Є Г, 
ara EDRIZEZRZS Ж ША S М› Хх IK А ТРЕ ХАЖ 
巨 在 这 个 更 广 永 的 画 数 类 中 研究 变 分 问题 、 变 分 方程 和 微分 方程 
ih [ei Їн] En. 

ШИЕНІҢ. БАЗЕ Laa, 518151009) P la bjn RRE 
JSBSSpEXE ú 的 全 体 ，' 即 

LLa, b] = («c0 || Juco [dæ + со 
u PR Jele, z |a] BE 
El || tas]. 

"ЫН ЖЕ НІК БЕЛІНЕ Cim SEO, pui ud, 可 
BER ug Cu) ЖАТ АЧА, ME 上 |ы, -ule 
MUR ТАН МАНЫ, ШӨ» ЖЕН ЖЕ, 1 BERE 


ЖЕК, ИЖ АЕР LoCo, SK ІЗ 
Ти. vE La, b], yE S ETRA 


b 
(H,U), «f u(x)n(x)x, 
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a АЛЕН ЖАНУ Schwartz Ж А. 
ECOLES EIRE P (5,13) 
ЖЕ А ЖЫҚ: 
LELZIDCSLIPEEEIF (5,14) 
。 事 实 上 ， 对 人 在 何 实数 和 ， 恒 有 | 
К (At + u) 2 dx = м | tu fx кал. uu d x -Г» тійк->0, 
JA: КІНА НЕ 不 的 二 次 三 项 式 中 ， 上 重 有 其 判别 式 非 正 ， 即 有 


(| uvd x) -[ u*dx 2! vids 0, 

MEE (5,1305, HEK AIH (5, 923541 | 

шеәң-( Carron pay dx = [ufo T 2(u,u) + 1% 

' a, , „т 

Sujit eflet + Tel; = Huft ivl, 
PAITA, MEH (5.1402, : 

对 级 数 求 和 利用 Schwartz {К 等 式 ， 可 得 到 Cauchy T€ 
Ж, 


|È ab, EER IE 
另外 ， 变 分 预备 定理 也 有 更 弱 的 形式 ， 
йш (хуЄ [а,б], ju 


v(x)cC"la, 51,5 ——- OR dq = 0, | 


Ста, 5], =j v(x) 
а= 0,1,2, ' ; 
ХІ Гавозсойя-о,) V v(x) € С%Га, 51, 
ИН . vOOEEDa, 51 ЕЛЯММАХ | d 
2.2 广 尺 导数 的 定义 和 性 质 
为 了 在 更 ! 座 的 函数 类 中 研究 变 分 问题 《或 积分 方程 ) 与 微 
分 问题 《 或 微分 方程 ) 之 问 的 转换 ， 最 关键 的 是 它们 满足 分 部 积 
- 343 。 


HAR: BFE ERRES, 
Eoecccre,b], 24 fe Ch[a,b1 FF, 4 EBBUT X o ER 
A, БП 


b b 
| f (x) x) dax = -| }(хуФ' x dx, Ype cia, bj 


Б rb 
| fF'"Ooo ах = сед) fix)yg'"ix)ydx, УтеС%Га,51, 


МН, НЗОК АИ, ШОН Т 
导数 的 概念 ， 
定义 1] 15р (х) Є Lla, b], BIE g) E Le 0], ERA 


Ë b '. 
人 9(х)Ф (х) х= -| реет” (хзах, үф(х) Є СГа, 5] 


ERY, Miso & (ху —ЮР 5X. TAF ORDI, 
TEIRA РАЛЛИ, 

性 质 一 ”经 典 导 数 必 是 广义 导数 ， 但 反之 不 真 。 

吝 实 上 ， 若 设 F(%) 是 fx) 的 经 典 导数 ， 则 必 满 足 分 部 积分 
бақ» ВИД} (x) Та, ДЕ] СӘН У ЕШ, ЖОЛУ” (35 
EI COR XM, ЯҒ ІС» ЖР (w) SRE f GO 的 经 
典 导数 ， | 
Bi, ХӘҒ/(х)-іхі,хеІ-1,11, WODE- 上 
РУГЕ, {ЖКТЕ Ән, 

-ATAA ANTARA X FRR ЖОШ. f O) 
= |x ур x EG. EE 


-| роде (ху dx= -f `|х|е/ coda 
» | 


8 Ü 
=f sx: (x)d х - E (х) x = -| p(x)dx + | ecodx 


д | 

-| scoecods, Vgp(s)€ CS[— 1,11, 
i. p= x=1 1, 0«xx 

AP, g o0 = Í Эл sg (x) = Í T. 
-і, -Іхе< -1, -Ілңм) 
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BS f(x PS XX. 

Hx PED. WART ВОЈА ЕЕ, 

ЕНІ E- PE Sy f (w yB М БАТЕ Д.Д ЕНУ X F 
堆 一 的 。 

HS |р, ЕУІ COOR (о) ЕУ (ОНГ УН, MA 由 
БЫНЫ» В 


b b 
NICO, (x) dx -f F (х)р(х)ах, Veco ECsra Б], 


b ; | 
E (хуй x= -| Б.сәтоәйх, Yo e cta, 53, 
从 而 | 
b 
| Len - fA eoecodx = 0, УФ) € Са, b], 


БЕ И E 1ДЕ ЖОШ НЕ R TER. 
= PC L[a,b), ШИЛ ЖЕ Ж-Е, 


的 广义 导数 不 存在 ， 
O Be BREJO XEMESCO, WES ~ . 
| әсоөсо4х-.- усов cod х 


0, -1%х<-0 
1, 02 x=1 


- -| е (х)4х- -Ф(|і-Ф(00, Velia) € CTL- 1,17. 
符 别 地 ， 联 


ЖЫЛЫ "c; т=з), эщ | с] <Çe(0 <e< DN, 


在 别处 ， 
m AQ, (x) ECL- "Ln. 一 方面 | 


г д(хуф(к)ах | = |9,592| =е7120; 


* 24D • 


另 一 方面 
IN goo ood «Te co Ie coL; 


19001, (T. lexp (二 dx) 


= асо, (2| | exp( 1.) d r) >», bL 


BRE. KWgCO&LLI- 11, тик ТЕУ 
数 ， 


仿照 一 阶 广 义 导数 的 定义 ， 可 定义 高 阶 广 义 导 数 ， 

ЕУ? RF) С La, 5], ЖҰӨ (хх) E La, b], ŒA 
J ласа dx-(- uj gw 9 da, V ox) ecila, 6] 

成 立 ， Ща C) Ж} CO 89 k err IC PP ORDF, 

2.8 Sobolev Æj H^ (а, b)RIH? (а, b) 

HERA ES REM AFRA hua К, 10239 

H*(a,b), -(fGoO| P?) € L,(a,b), ахфр,1,-", RY. 


TAH (а,б) E —£gTEUSÍH. 
若 再 定义 内 积 和 模 分 别 为 - 


. Ë: b 
шуды m X fg dx, 
«=й п 


IFES [F Essi: = (>J (fe) ida) = (5 меу”, 


则 可 证 明 НҰ(а, So Se Sg AER s= ај, 并 称 之 为 Sobolev 空间 ， 
通常 也 用 到 Sobolev 2) 8 (а, 5), ТРОЕ У 
Hi(ia,5; -(f(x)|f GO Н (а,5) H.F (a) = Ру =0), 
定理 5.] H*(a, 5) 5 ТАНА Нені, REA Hil- 
bert 空间 ， 
ШЕН H'a, D ЛЕРІ (u v) 的 定义 下 是 一 内 积 空 间 ， 这 
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kap" 


是 显然 的 . F BLUE НЯ На, Вуз А ВЕ, 为 此 , VE (0 是 


分 Н“ (а, 5) р Сапсһу 序列 ， 所 以 只 要 证 明 存 在 f € H*(a, 5), 
Alf 1,0 (поо дй лу |, 
因为 {ff} 是 Cauchy ДЕЯ], ЭТАН Sobolev 空间 模 的 定义 


H k 
Hi flis X ID Fa- ӘН, 
= X Df. ре 0 (f, ft-»co), 
就 有 


ID°f, - D*f 1.0, а-0,1, eR, 

这 表明 广义 微 商 序列 { 万 "是 工 ; 空间 中 的 Cauchy 序列 , f Es 
THARE: EEF E Lla, bE 

рр. F 0, e= 0,1, k, 
KADD f, 7, ГМЕ, Ата) AREA A 

ІСКЕ = {~ D*[ FD pds, dq 0,1, ғ“, ñ, 
Henco, A 

| roa x=(-1) (урах, а= 0,1, +, й, 


最 后 ， 据 广义 微 商 的 定义 ， 即 有 
f =D fFEL G6), а= й,1,*5,Ё, 
жн 


IDF,- рН 1-0, а= 0,1,9, R. 
Ej. FE JEHU, 的 使 有 


IA- È ID G-H = реу, рео 
(1->со), 
即 证 得 下 4(a, 6 是 一 完备 的 内 积 空间 。 C 
2.4 Sobolav 空间 H* (90) 和 和 H (D) 
对 于 高 维 区 域 ， 有 关 经 典 导数 推广 为 广义 导数 的 途径 以 及 有 
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X Sobolev ZEAE V Jis ap ULA EA o nung pie ЗЕ £7 


地 推广 得 到 ， 
а dE p dog QC R", = 91100; х= (X, , X, .,Х,)» 
ағ (а1,4,," "y а,» AUS d 
ты _ Q'u(x) 
D'u) = 9х8 , 


91+ а E T. 


т | — А - 21 6 a an а% X 
D^u (x) Bde 09) ПП" р? uks), 


ТЕРОРА Јр, Green 公式 


| ou ud x = -| dx uucos(n,x)ds, Уғ6С%(0) 
28%, 2 0X 2n 


是 实现 变 分 形式 和 微分 方程 形式 转换 ， 实 现 微分 方程 弱 解 和 经 典 
解 转 换 的 关键 ， 记 以 用 Green ARE ЕД. 
uE C*CO, А SABER AU. 


(4-04 ах- -f u- o". de, үзест‹азы =, 
р 9х, О 


о LL 4428: " 
{ Er = ( 1) " "Bats dx, V UC CS (n), 


g = 1,2,4", f; 
j vp?udx-- pis uj"vdx, VvcocT(0), 
否 使 上 面谈 式 在 积分 的 意 必 下 成 立 ， ша S s s 


БІР RUS 76, 
ЖМ ХИС L,(9), dnEXE4ESQC 1,60), {ИВ 


f 5в„4х= (- Dief uptvds, Yucca) 


成 立 ， 则 称 g ие 56, Hilo9g,- D'u, 
直接 和 用 广义 微 商 的 概念 ， 可 得 高 维 区 域 广 灸 微 商 的 福 质 ， 
它 与 一 稚 情 形 广义 微 商 的 几 个 性 质 一 样 (ED, 
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15 —iE& Sobolev ?zlH]Bgug V, "| Ei fee X. 
нк). = ÍF | Df E са), |а] < 
¿£ - sa = Е 
ль- >) тора =}, 


HIR); -ІРӘӘІ д ЕН ғо», (01600). 
ЖИЕН, ЧОҢГО #42, M/O) EH ah A 


= | геа, 
=), |a? «(3 o Ge 
= | |: ( 2 Әз (ys 


Ge) "GEO G2 J =. 


BIB. AAH YFA EAT Robojev Zrj]H O) 
MHAI), :达到 了 扩大 应 数 类 的 目 和 的。 然而 ,. 由 于 广义 导数 和 
泽 典 导数 存在 着 直接 关系 ， 入 们 完全 可 以 利用 Cai ЗВ 
类 ， 从 而 可 局 从 另 一 个 角度 研究 和 定义 Sobelev 空间 ， | 


大 家 知道 # C+ (Q) КЕ X IN ES | ' 
"o (u,v), = > D°u D“ ed x, 
Ы |a= k 


eis nuo] Sp "ul de, 


Ско) HTAR, a КОЙА. 但 这 个 pus 
ЕЖ, ШАН Cauchy Ru) c ско, Ж ж 
жей, НЕН Eca), а, uj->0 成 立 ,但 入 们 可 用 
话 数 空间 完备 化 的 办 法 ， 对 每 个 Cauchy 序列 的 极限 增补 定 v, 
(EAR ЕС OTEL * 1. FUE X. FET E, ЗЕ р ERU 
ӨКАП Р * (О), ШАХ, САСО) СІРА (О), BPO) 是 一 
ТЕ ТИЕЛИ ЛИ [s], 
+ 248 


ЯБА H* СООЯИНСООО > 56 = BJ PERSE BUR ARATE 
zx Ug? 

可 以 证 明 ucr co), We 必 具 有 ШЕ PEBE BJ ЛГ М 
RS. 

Bf3c F, Æ асри), HPH*nolseS, MEE (u)— 
ci), (UN 

ін,-Ш,-“0 (п-б), 
E. 
LA -tli = PAPID - D'u,jl?--0 (fi, p— co) 


la! 

wi. MRA 
| D*u,— D*u,1;,—0, la| 20,1, À, п , В-"<о, 
XX ЗЕННІ D “s, DEL. (03 rh) Cauchy ge 9t, 以 而 存在 gs L, (Q) 
使 有 
[D*9,—9,],,0, [«|20,1, GR, noo 

Her. SÜXSUEBHg.EbiÉ[u, WB w I xa Au, ес“), 
WES Green дос,” 


( v D*u,dx = (— pif u D'udx, |а|-0,1,%-,%, 
p Je 


| VU"CCTD, 
Heno, 则 有 4， g, c š (0), Eu, u E 
| weed = (- өз аревах, la| <0,1,-5,8, Ve € Са), 
W ЕЕ EHAN, g. E LAMH g. = D'uciai = 0, 1,4, А) , 
Br ELE ОНЫН ЕЗІ» ИЧРЕ. 
ЖЯ» H (Q) HUJUS ВОЈ — ЕЛГЕ j BH W Tx 
H*(Q)C ony, 
535b. XA RJELUEBHIUS- (НЕҢ Ж, ИСО) с НАС). МОН 
Но = р), 
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HSobole vd УН ОЕ», RADARER ANENA 
T H*G», HSobolev іі ЕЕН ЕМ, хн.) САС) 
ЖШ ЛЛ НЕ НЕД), TERAMAN H Sobolev 空间 带 
RRAS WE, 52%, ЩТ Sobolev 2а] а ЕЛҮ Т AIEE, 


例如 | urdxdy ERRENA J aa rubdxdy 可 表示 形变 能 ， 


ЖОҒЫ қафудхаут авия, BrDATE Sobolev 空间 


ФЗ А n ШИ НҢ? F Ы ВЕЕ Д EF ЫР ШР , тн 
具有 广泛 和 深刻 的 价值 ， 所 以 Sobolevy 空间 在 应 用 数学 范围 内 已 
J 这 被 应 用 ， 


55 БӨЛЕ ЖЕНУ UT RALIS: 
5,1 目的 和 任务 


由 于 Sobolev 空间 的 引进 ， 人 们 可 以 在 锁 广 大 的 函数 类 和 
更 弦 的 条 件 下 研究 变 分 向 题 和 微分 方程 . 

Вап 5S — E17 E 8982: ЗР ААТА ЯЬ BT D XE S obolevZs 
ІНІҢ», ЖЕ ЖЕРИ ЖЕЛП е ЖЕ M = Ma 
(e€ С1Га,81|ә(а-әсз-оҺ Hid (vC H'|v(a) = (Гу = 0% 
НІНЕ, Жа HAARLA E 45 [3] Bü 4f ТІ Р Е5ороіеу тй 
讨论 之 ， 

多 如 第 一 章 到 中 的 冰点 边 得 问题 


L _ d d 
Luz - 5-(p (0709) (хуш= ск), x€ (а,Ь), 


ша) = 8, (5,15) 
po. du 


+ g (by u (5) = p, 


其 相应 的 变 分 问题 应 描述 为 
* 251+ 


Ë (u) = 1 a(m,u) — iP (u) => min, uc Hi(a,b), 
2 (5,18) 


|Hi(a,b), = 1а H'(a, b) uta) = a), 


BETES БОРЫ ОМАН G.10 ӨТЕ -- Sk] E Br A UPS 
JE RS Sis ЇР | | 
a(u,v) = F (u), voc Ыі, (а,б), (5,17) 
TI 
G(0,v) 7-0, vVvCHi.(a,5), (5. I8) 
XR 


b 
a(u,v), -| 《 42 +quv)dx + а (бун (буо (б), 


Ë " í: 07 
ғ); =f fudx + Bv(b), 
ied 5). = (оет, Mn A 


ЖЕНУ), неткен 
t (a) ла, u(b) = В, 
应 有 Ңіх(а,8): = (u£ Hl(a,5) [u(a) = a, TORTNE 
Ні:ін(а0,9). = (9€ H'(a,b) |v(a) = v(b) = 0}; 
XXL 32 ЖЕ 


du (n 


р(а)— + g(a)yu(a)- d, u (b) = В, 


应 有 НҚа,0: = {ас FH! (a,b) luch) = B), 
Hig(a,b), 2(v€ Hab) lv) = 0). | 
Жр у [BE (5,16) УЗЕ 7 35 R8 (5,17) 9821515 (ETE (5. 15) 的 
解 是 有 差别 天 i 联系 的 ， 这 值 问题 (5,15) ЕЕЕ 义 TER 
EEC (а,б), ЗЛИ (а, CCP u ЭЖ ОНЕ У 
do ЕКО ВСЯ, 1709 uu. 此 时 过 但 问题 (5.15) 的 
ас Ca 公称 为 经 典 解 ， 亿 (5.16) 式 及 15.17)7 式 的 近 {Ш za B: 
252. 


IPEER Z BU ok, RL— BEN ж X FE BJ k Sk, RD ds E 
a (u, u) =a(u,u), TRU SIE BS CUN. ч, РТ (5,16) 12 (5,17) 
ЖНЖ CERT Fr 32 НН . (6.17 3 X ER (6, ЕНЕ 
E, RAEC, DL £RSERETISOREZI ht — Ау, 

БӘЛЕ ЖЕЗ АТОЙ IE ЕРІНІН (IIO ABUSE Kje, 要 变 分 问 
НАНЕ ТН, рға, O ARAR RA [Н] БИ 
ЕЕЕ ЖЕ (5.18), BI EELER IEE Sobolev ІНІҢ 2) 
描述 是 

ЖИ PARZ Жас», ) 是 正定 的 ， 车 存在 实数 了 了， 使 有 

au, w =Y jeli VvCHis 
R. | 
Ша» AGER S: АНЕ АРЕ, ГУДЕ. SBGISEGE MR] 
БІНЕ Са БОЛЕ) PIPED MAID eTO at e, OPENS 
ЭЧКЕ gu aD ЕР. 
3.2 ЮЕШ #Иша(-,.) BEER 


EAA TERREN. 
ЖШС H'l, b Hela = 0, Ш Friedrichs Жах. 


|н] >g rhel, | (5,19a) 
ШВ Я Yu cH (а,5 Buta) = 0, 8 
u(x) -и(х)-и(0) iti (туа, 
利用 Schwarz 不 等 式 就 有 
[и (х) 12 = IE . ul «odi «P (H) 2а • [аг 
«eon (1) |*dt, 
两 过 积分 得 
[ раса) | а (bo a) INL (2) [ 207, 


4 253» 


整理 后 得 人 5.19a)。 Г] 
Ж чє H'(a,8), MU8Sobolev 不 等 式 : 


lu (x) ejui om f 2 7 20-0 , vxc[a,5] 


(5,195) 
证 明 ERRE, НУС) E H a,b), 


2‹х—-а)/(б-а), а<х<а+(Ь-ау/2, 
1, a+ (b-a)/2x xs b, 


HE Є [а, (ü а) ЫМЕН Жш = uf, 
Ш Аш (а) = Ú, H 


их) = w(x) — m (a) [pw (Dd t= [et feudi, 
再 用 三 骨 个 等 式 和 Schwatrz 不 等 式 ， 就 有 
іш (x) ЕЗІН u’ fds| [ааз 


e eO (fie raa) e NONEM 
| Ya 2 2 -29 lu] T 
Bof GO 的 作法 ， 类 似 可 证 XEL- a) /2,5] 的 情形 , He UE f 


(5.192) 式 成 立 。 O 
下 面 琢 一 维 边 值 问题 (5.15)? 讨 论 其 对 应 的 弱 解 方程 (5.17? 中 


f(x) 21 


фас», +) НЕШ, 
定理 5.2 р(х) EC B pais 770; 9(х) EC Н dau 2201 
g2) EC" Н Gan 220: MZe A 
a (u, 0) КГ *guv)dx -g(byu(b)u(b) 
ГРЕЯ, | 
1) alu, о) ВЕРЕВОК ВЕ, 
. 254 = 


2) ЖЯ: 
latu, ІМ еі,» Yuve Hia, b) 
3) 不 定性 : 
або, 0) lr ГЕ, YER, VveHig(a, б) 
RP Hie: ={®]®Є H (a,b), via) 50), 
证 明 ЖІЛЕЕР AREN 
GU, +H, U)= G(H U) + G(H,, U), 
q(u,u, +Y = dalu, V) HACH, Ua), 
ЯПА ARI RAJE X a0 v) = a,u), Б/ЖП) MAR. 
利用 Schwarz 不 等 式 和 Sobolev Жаз (5,195) ЕҢ 
lacu, о) Cpu’ v’ + сою) Фә] + [g (бэш) 
< por [= lale lot gmn 181,101 +191121, 
SM [uj vl,. 
所 以 性 质 2) 成 立 。 
ла» H Friedrichs ЖАЗ (2,1982), Ж 
latv,v)| = || (oco? +з*14х + g(5)v*(5), 


b 
> || р(27)24| (Gai 220, Пе 220) 


-.1 
> 


ә Pais Саъ ЕГ 


1 |, °2 

21, [itte reat] 
yt. 

МЕЧЕ 3), Г] 


顺便 指出 ， 利 用 Friedrichs 不 等 式 和 正定 性 条 件 即 An, ЖЕ 
Hig-iv|v€ H(a,b), v(a) = 0) pi #k zs [Ë] a, ЕШ jel, = 


(fea ШЕРТІП нн, BATES v SS d Eb с, 


* 499" 


和 5s B T SEX: 
c lol шіт! 6191» Vuc Hir, 8), (5,20) 
5.5 二 维 问 题 中 et，,，) 的 性 质 
ip HAERES. REI GEHE 
Ли = хе рхи) T rtt= f, (X, y>) = 42, 
|ш(х,уу=а(х,у), x,y) ETs (5,210 
| pou/on rgu= B, (X, y) ETs 
RB, OQ -rT.UI, SRAMA IEA BIRDS E Т} s 
] (и) = лаби, ш) - P(u)-» min, uc HAQ), 
а(ч,0) = (тб), CHER), үзе НЕ Q), (5,22) 
AH 
Hi). = {не ніс) [|= 0}, 
H %Е03: = (C HA) iv|r, = 03, 


acti, U), -| Гр абу pruo] dxdy+ | опий, 
1s x 
PU = | fudxdy+ | Buds, 
Q г, 
STEKER O, Oo esque, TIAM 


Sobolev ӘЕЗЕЗЕЛІ Friedrichs ЖЕЗ. 
定理 5.5 uc Но), EC DG H WJ a ДЕЗЕН 26 1 
E СЯН, UDELADT» PS u ЕУ [BU COE ОА 
РАР) E TFA TRAR, АА ЖЗҚ, 
(| i5) ој, (5.23) 
БУЛЛ» 其 中 常数 c Z н XX. 


定理 8.4 uc H'(Q) H жака Р, 上 满足 本 质 这 
МЕТІ -0, М Егїейгїсһ< 2 2256 


* 256 * 


[>= e ICI CIT" nem 


mr, ЧОН с 与 4 无关 。 

证 明 ”不 类 一 般 性 ， 设 区 
kk Dos ds REL uc РАФИ 
点 且 边 长 汐 2 下 的 让 方形 中 ， 
在 豆 外 4 二 0， 并 设 TT 的 级 坐标 
ax yszB, 5.425. 

iir, ҚАЛА УНУ А д 
FTIT x Sd) B 28 БЕ AB, 
ШАНДА, Н | — 


> _ 
u( D -ut B) - и( A) -| Su. y) qu. 
а 05 | 


XH Schwarz 不 等 式 ， 有 有 


Ің(х,у)| еш І 


"^ 98 | 


“©. Pa, 


HERBU 9 RO «c«m, MA 
ІШПЕСЛЫС; ӨТЕ 


HR 
«an P1 
z 


x2 RÍ m" dxd y, (5,25) 
n ox 


“йа ЕМ ас УА d1， 则 将 (5.25) 式 再 对 * 积 分 就 可 
证 得 (5,24) 式 。 否则 ， 还 村 过 B(x,y) 作 平 行 于 3 8B) BE ЖЖ 
BE, ЕШ ВЕЙ, €- 

g 1} 


u(x, у) = (Е) = (B) +}. дис, m. 


* 257» 


利用 Cauchy 不 等 式 和 Schwarz Ж Жї, ОН 
Ince уу] = [uc + |° даста | 


F 
jucy) + (И бис, зап +2 TERIN с “ің 


ғ 
ааба, + | _ 


+ ËR 
215,921! +2R| 


Guix)? 
91 


HAEN Y Bi 


[u(x, y)| (8 — а || jue, pl азы ав |” р дих, AU dy + 


还 利用 刚才 得 到 的 (5.25) 式 ， 就 有 
БЕЛЫЕ асан | (294 uo) ахау «am (29% 


最 后 对 * 和 ?积分 ， 就 证 得 (5,24)? 式 。 口 
FAEERE У Be, ° )BUERE IE, 
定理 5.5 GP pCC'QQ H Paon 06; rec) Hran 0; 
GEC) Но. 2205 RIP 


aiu, v) =f [pVVuV u +ruujdx dy +Í guvds 
Г) Da 


适合 下 述 性 质 : 
1) аби, о) RON E YE X ERIS DR s 
2) — TERME |ай,9|<МІІ.ІЕІІ» Yu, vE HO, 
3) EEH a(vw|2r'i|v|? Vwvvcerniga, 
AB, Н (0) = {Є Д'00)10|..= 0). 
证 明 性质 1) 显然 ， 现 证 有 界 性 和 正定 性 . 
利用 Sobolev 迹 定 理 ， 就 有 


* 258 > 


|[ rove Уо +ruu]jdxd + {, оше ds! 


«max(|Psusx 1, xax |) |f бушу» e udrdy | 


[ uvds | 
Ға 


se (Уи volot 1411910 е [1,101 
selefi iels 
EAD (SE. RAWE), 
ЖН Friedrichs ААА, МН 


[а(о, 2) | = || to vuv -Lruv]dxd» +] о vds 


+ |Ошя | 


> 


Puis | Vevodsdy | (rzx0,90 0) 


>of (157915. [o] dad y 
m 
THUGH 
就 证 得 eCv,v) 在 试探 函数 空间 志 is(0) 中 正定 。 O 
顺便 指出 ， 利 用 Sobolev 迹 定 理 也 很 容易 证 得 纶 解 方程 右 疯 
MFNS RHE, 
3,4 MRAR Yel 


Ж# ПЕ, МАКЕЛЕН TEDAR Ek 5 а] У АНЕ 35 
Т. >ya T(S HERF: ПромМатТт ут, ADT 
Р(Тӛ-іуі|у-Те(х), x€ DIT кв E T-H5 1838. 
对 于 钱 和 性 算 子 ， 连 续 性 和 有 界 性 是 等 价 的 ， 
对 有 界线 性 算 子 了? 了 ， 定 久 其 模 为 
[Th = sup wolk- sup 170%), 


PEDT) [x re Dan 
电 于 在 实数 域 上 模 者 与 绝对 值 | * |, ВОЕНЕН 
« 259 + 


18|: = IFG)l: (5,26) 


eub 
xi =- L 
ЕТІН 

хо sI Tihe EOD] Fii, 

RERBA X DEJ— 51 ЕРІНЕ ЕНЕ ЕЕ nN 
IRERE Hi(s.2603X5E М, HERG iii АНАР ВЕ е: Нр, а 
PORR SE, HAX’, 

ПЕ АСТАРТА РСТ ВЈ д-ро, РЕ 
HART: vT 6 ТАЕП. 

D TOT =x, Ухер(сту, 

2) TTS Уу, УУЕРІҮҒ), 

3) DO(T 1 = ВТ), ROI) = РСТ), 
显然 站 "1! 也 是 线性 算 于 ， 它 称 为 下 的 揽 算 子 ， 

AREE КЕВТТАНЯЯИН Т НЕН T F 
474, BI Чао 

0х) |2205, Үхер(т), | 
ШІН BR AHT CAER, METEM >o 
арро «Мор, Ухе per), 
а= 17 好 即 证 得 必 划 性， 

充分 性 DITOOobe|lxl. BTOO = 09е = 0, БЕТ! 
FE. BRuET ЕНІ, BEZE, ХУуЕеЕРЕ(Т-9- Ю(Т), 
JED) у= Т(х), В 


ГІТ СТІ = KESHO = Il, 


WAT ERA, HITS ГЇ 


内 积 空间 和 一 般 模 线性 空间 的 重要 区 别 ， 在 于 其 中 可 以 引 人 
«Еа» Ее. FEARS., + 1, BE, Уу] = 0 时 就 称 内 
з [НН ҮР ЛЖ АНУ ЕЕ, ЕМЕНШ- 1 4, 


e 250 + 


Hip gps Ma HJG FOERJ TUR Bgm ЕМІН ЗА ld 
ЖЕМІ, MAM RHBSTES, 

ШИШ ЕШ IME Hilbert AHH hp BE ZB, 
ШІ V «C H, ЕТЕНЕ ЈС М, йг-х-х, € M+ x nj 
ЕН SEXUM. BHx= x + z, 

Hilbert ZEHA H, БШО ж, MARC, >] 确定 了 
— Ad XCENBJZXSETZURUROYO HN 

Fiy)-[Ix,v], УУЕН; 
Б РЕБЕ ВА FO) Е-Е 
LRE Н, EEF) = Гг, УЛ? ІНЕН ЕЙ, 

Riesz ЖЕЕ i 设 玉 是 Hilbert Эй, УРЕН”, É 

存在 唯一 的 Xp Ff, fd 
к(у)=[®,у], Āā YEH. 2227 (65,27) 

ШИН ” 记 玉 的 零 空间 NC(F)}= {УТУЕ ЫН (Уу) =0), E 
МОРА НАТИ 28], 

ANUM = Н, Махр 0, МОН GOAR. 

МОР) Н, ШУ ЖЕ ХЕ HNN (F), BEES, 
Tx € NOP) НУ = x-x ENCE) HFEG,0X0, FE 


.. FO» : 
y FUOD Xy CN NOF), Үуев, 
ALS. JEEE 
_ FG) _ EPOD 
E ЕСУ, y e >, |= LY, y, J Русу Ye 


RI 
PON 
D», »d ,| 


= Fly, = 
F (у) = РА у, у Е 


BrEL x, ^ OL BISHER СБ, 27): RAT. 


唯一 性 证 明 是 容易 的 ， 事 实 上 车 谈 %p 也 使 (5,27) 式 成 立 ， 则 
ғ 261 * 


ЖІЗр-Х,,У1-0 СҮУЄ Н), WY = Яр - хр, ҚИ Xp7 Xp. Lj 

"КЕРН ЕАО ЗЕ ІНДЕ, ИЙ ЫЕ Л ЖЕНУНДЕ РЕ, ИА 
Ін|НД K E i US НЫ АЈБ ЖЕШ. ki: TE E 757; Pide ТИЕ — HT 
ЖЕНУ, 

定理 5.6 (Lax-Milgram) VEFFELHilbert 21, a(u,v) 
ЕНЕМЕ, ВНЕ 

аси, vo [cM ор, lato, v) | zzv? |o], 

ЖІ. тЫ Е, Му а ГС) ДЕДГ БАЯ 
ЭТ ӨЕРЕ, ШЕЕ ЕВЕ HEH, (ШЕ 


gii v) = F (uy, Vuc H 


ЕУ», RRD EQ, = 六 (在 下 中 是 唯一 可 解 的 ， 

证 明 Aae, оу АКАУ. НТ аса, ОЖАЙ. EE 
НУХ ВЕ EA ИВ ТЕЛӘ ZEHAR EARS 
ЖЕ), HiH, vl, Ahac, OXBPERUEERDEXERE, TE 
由 

y |pe[*xIv,v]«M || 
Ar PARE * , ЈЕНЕ БЫН [ ЕЕ, Mae co 
对 于 新 模 [Lv, ЫЗ, dh Riesz 表现 定理 知 ， 
fEIEME—RUu,C Н, [E 

Е(0) = u,v, VvEH, 
亦 即 

G(U,,U)— Fiu), ҮтенН 
R XXELUEBH T SUA Е Е FI SE BO, 

HRS aC, r) ECAOSERRRU E, Batu, dESERR, ЕЖ 
HEARN, НЕН Н,айш,ӘЕЛЕН LAF u 的 
ARREA, КШ Кіезх ЮТ, HEARTH Сы 
显然 依赖 于 # ， 所 以 记 为 和 ay 使 有 

аси,оу)-ң(Ти,о), VEH, 
* 202 t 


Жн, (>, * HBXORH БИЛИН. 
mh, ТЕН CHRE, ъ= тає н, ТЕН 
[та = (Tu,Tuy=a(u,TuyscM Iu||Tul, 
Tul = M| ul 
HTE PRES PE SE T МИН 
vjola, 0) = To v2 x: Гое, 
ү [т z| Tv], 
AT PA. KREGAR MEM, TOER ЕН €, [TUIS 
1 
үз" 
ТЕНЕ ЖЕ СӘНІН, АТ) = Н, ШТУ ЕНЕ АЈ 
HX EREEXLT. ПЕ Кез Е, ӘҒГЕН ЕОС H 
F(v)-(g,v)-a(T^g,v), ЄН 


成 立 ， 所 以 了 “19 = ий, НЕЈТ НУН АНЕ — Je, 
下 面 再 进一步 证 明 ROD = Н. B RODOREHBT 空间 ， 
我 们 说 它 还 是 闭 子 空间 ， 事 实 上 ， 证 17x。- Тх,|->0, ПІН 


[x а. SIT ~ Tx 


Я1х,-5,|--0, ЛЕХ С БНА, XH 

тх. - Tx | <Міх,- ж, 
Я Tx >To ВРАГУ ЕН, R(T)E HIJP ЗЕ], ШЖ {Н 
WRODSSH, НЕКЕ, РИ 0, w C РОГ); 
从 而 有 

qa(wps WW) = Two Wo) = 0 
Ао, = 0; POR IE, MURER) =H. Г] 

利用 Lax-milgram EEMETA БТА xh 入 问题 
‘5.15) 和 和 (5,21) 相 应 的 弱 解 方程 (5,.17) 和 (5.22) 是 唯一 可 和 解 的 ， 
当然 与 (5.17) 利 (5.22) 式 相应 的 有 限 元 方程 也 是 唯一 可 解 的 。 
263: 


94 ”线性 元 误差 估计 
47 有 限 元 解 的 一 个 性 质 


再 这 一 。 二 和 蔓 可 知 ， 为 了 且 有 限 元 方法 求 绊 解 方程 
aq(u,u)— Fw),  vVvc Hie (5.28) 


CH igEWEBAECNI асе, 5 RLFEC*OgsLax-milgramsz 
IIBER EE ЖЕНЕ ВЕСА uL PARE PR HERE ES IB] P.C Hip 
ВЖ Ritz-Galerkin ттер. 中 求 满足 
| G(u,,7,) = ҒО), Үшер, (5,29) 
PJ ө ҮН 
КЕНТТЕГІ, 
定理 5.7 Уч дб (5,28) БИН, u, je ri ЛУН RH 
(5.29 ЛЕ, MH 
G(u—HuU,,U, —0, YEV p (5.30) 
| 一 ul xBinflu-v,[;, мор, (5.81) 
其 中 8 是 常数 。 
ШЕН D u Alu, ТО ИЕ (5,283 41 (5,2905, Н Єр, 
СН» 所 以 由 (5.28) 式 有 
ECU, Yp) = F (6), Утеру;, (5,32) 
КІН (5.29041(5,32094 554804, HIR (5, 30055. 
ЖІҢНа(н, ЛЕН ШИН ARUM. 
Габа, so M dubie], VuveH!, 
Жаа(ә, v) ЕЕ ЖЕСІН ІР BE SE PE 
. vy*|vj?zza(v,vU), уле +, 
HAK (5,30), RB 
y'|u-u,|i=a(u — u,, u — u,) 


-G(M—U,,u)—a(u-— u,,U,) = a(u H, H) — HU 


“264, 


zalu- t,t- vu Mu du- s [| МЕР», 

БП 
І-ші Blu vl Уор B= С/Р)? 
ЖЕН о, АЕТ ВЕ, MAA 
[u-u | i =Binf|u- vil, уо СЕА, 

XX ШЕ ЕБ, [| 

定理 5,7 ЕН ТАШ BS S Rct du He ИНЕ 
IRT AIRA (sk Ritz-Galerkin AEM FHER., 22 АЕ 
5.5。 其 一 ， 由 a(，,*，) 的 对 称 、 正 定 和 双 线 ЖЕДД, аби, о) ар 
ЖЕ БЕЛАЯ, (5.800 3X XE HH u — u, Ер, UH £E— JUR. u, 的 
ҚЖА CEZ), БЫН, ЖЕҢЕР, 
Ы Нас “б, ОЗУ, 
ЖЕР, НЕН УН СТ УЙ ЛАШ 
Ж). #—, ІНІ.) НД Т Sobole v 
25 [ЫЈ АН АУ ЖН НОН EE. БТ (5.31) 
НЕ, Æl ПКЕЕ, u Ін, ES 
距离 是 t £] pr, 中 任 一 元 素 距 离 中 最 
Л RE: me El LAX B5. 5 
КЮН. A=, щу, 的 维 数 n— comb, BARR GNU 
Shokt, V.H Mrminf[u-v,[i—0, AGDA BIS 
lu-u,l,—0, ШЙ тн, КӨСЕ, 

4.2 WAR iS) ВЕСА ДЕН 

TRAGE, эшен 


ax (? каз ЕСТІ (х,у) (а,б), 


© = 0, (5,83) 


“(53-0 пў ч’ (у= 0 
НА PEG ЕТЕНЕ, SIDON B BS DRAA ER s; 5 Ж 
Ж 
中 265 а 


аш,-Ғо), Voc Higa,5), (5,34) 


和 
а{н,,т„у= Р(®,), Vu, sS F, (5.35) 
KERIS ETE at, AX. 
А.Н! 模 的 估计 


ІНЕ 5,741, EH ARE A To ЯРАЛА TL WS JE A 
等 式 (5.31)。 这 就 是 说 ， 对 后 ИЕЛЕН ТІН. VL СБ: 
B НЕ ЛЕ РА ЖО ШЕН] (А = maxhp, 0, 特别 地 取 为 8 的 厂 性 插值 
Юу ЄР EU. (5,31)5Х{ЛАНТ л. БІН 

|e- ul Sl- ula 
成 立 。 从 而 ， 线 性 元 HIE EDT H55 MEETS DO Б 
计 。 下 面 给 名 一 给 二 价 本 加 过 人 和 值 问 题 线 性 有 限 元 解 的 误差 估计 ， 
定理 5.8 ізеС:Га,9 )Е (5,3300 (5,34) АЕ, u, Ей 
线性 有 限 元 解 ， 册 有 估计 
[u --u | i Seklu” fa (5.36) 
ШІ ÆT = Із, X AA RR 


есху-и(х)-- uix), 
Шіхесх, 1) =е(х,) = O, ЯЛ 33838 Z = x — x ,_ Pi [*,-1, 
х0, 1], HÆL, 1] Ede Coo Fi pk Fourier Ж. 


; өш 
| CCN +6) = 5, Ga,Sinnmš, 
' num і 
| 1 (5,37) 
,-2) еб; t AE) Sinnzidt, H = 1,2, EI, 


H Parsevai 等 式 ， 


кі sy 
|. lece]? а= hf leci +д)|+4&« М $ оз, 
хуз 9 LI XI 


1 
q, 一 ?| есх,. ұу + hbsinnrtdi 
D 
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- 2% DN e^ (X,., + А, :cosnztdt 


- - 20 f e^ (X, , + hjt)sinnztdt 
nT)? 
2h, ["' e pu _ 
le Д) lereolds 
3/Z X 4 17 2 
DEM [u^ (x) | dx, 
所 以 
еба) das ti E al 
я rss c. Í 
«ue йі ИСР 
Фен исх) |? dx, 
从而 有 


[lece |2d x = zf le(x)]? dx 


хі b 
«e >| СЕБЕИ атс) | * dx 
iod хг ü 


ЯП 
leco Ie. 5? [n^ COL. (5.38) 
КЕ е" coh B. 37) 式 和 Parsevel 等 式 有 
"T - nz M: 
Іш. ie Gn td c o AN A, ) =š, 
Ti 
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епова EC yat 
Xx BS NE ЖД ЕК, imi Wd 
D asy Core nna 
pex, НЕТ 
M le^ (x)| ах "yb le" (x) *dx 


(ау wenn ТЕЗЕЗЕЕИТИЕЛЫЕЫ 


MA T d (ÉL E ER 7 Br S CR 8 T 
le^ (x) [o e, Alu" Сх). (5,29) 
后 ， 利 用 (5.38) 和 55。.39) 式 即 有 


ju- uf, =| еса) I* dx e le coran] 


ебх) + le рей |н” Cx) |, 
从 而 (5.36) 式 成 立 。 O 
AF328: Parseval 等 式 的 证 明 。 
Erf(x)(x C [-—- =, x], (ел) = Fr)=0) 可 展开 为 FouTier 


Ж. RI 
fix) = zt I (aq,COSR X + b,sinkx), 5 
wv: Гсхусовех dx, 
basi fíx)sinbxdx, 
ШІ Parseval 等 式 
E т cn 
1| fo dx = У cat +b) (5, 40) 
Л J-E 2 Am] 
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x mum 


B ML. 
Нз b, АРСА 


ç =° + >; (m ,coshx + sinky) 


2 
— 
+ z 4 
ail [ioo m > (ahRcoskx + Bsinka) | dx, 
Ty FUSE 73 m ALAS 
ЖӘНЕН " n 283 i 
el uoorax-m[, foods 
-1 Xe" foocoskeds + p|" fGosinksdx] 
JL kmj 
es E ob BD 


s AP iro БЕР ‚зе. - Бақа +В,Ь,) 


ped > (ат + ВІ), 
4 Z ші 


МИҢ КІНЕУЖІ 


AA 


x 2 N 
= 了 prends 5- Xo (ар+ьр 


La, -2,)* + 5 21(0,-а,)% (B, - 6,371, 
й { 


ШАМ qa EB E JSE FS Rq, ЈЕ аз =а,, 8,-а,, Вь= 5, 
(А= 2 了 时， 如 有 最 小 值 。 换 司 话 说， 用 ”级 三 角 多 项 式 TE 
РА Л ОНИ yk K], ZuJEX& ONU AGEBEOOOBJ 
Fourier 0, MEA THRA Eh. ШЫМЕН 


‚ 269 = 


+ w 和 
ге = 1| fads- 57 бар+ьр). 


因为 lim2s? 0(п-коо), PREA Parseval 28 5x (5, 400 3X n 
x. AEE, БТ) GS 
1 tx 95 on > қ 
L["ifGoltdem + X ap ebp, 


1[** 2 d а; 4 Lp: 
[рса |#44х>%&+ Y араб). 


B.L, ШЕН 

对 于 有 限 元 解 的 工 ; 模 估计 ， 我 们 没有 形 如 (5,31}) 式 的 最 佳 带 
近 起 达 式 ， 所 以 不 能 直接 利用 播 值 肖 数 的 误差 : 观察 (5,38) 式 ， 
线性 有 限 元 解 的 IL; ЕА ОСА) ТАУ, ӨТЕЗІНЕН 
BJ L I 模 佑 计 ， 需 利用 Nitsche #15. 

设 z 是 辅助 问题 

а dz 
\2(9) = 0, z(b)-0mÓze'(b)-9 ` 
的 解 ， 其 相应 的 弱 解 方程 是 
а(2,0) = (8—8, u), YuEHis, (5,42) 

#rta(z,v) 5 KSRES3,2rR БЕ VIE Eg НЕРІ. y 
地 取 v = u- u, C Ні, WA 


[u-u іса(ш-ш,,2), (5,43) 
Ж УК, u, 是 有 限 元 解 ， 据 (5,30) 式 有 
GU — Hy b) 20, VEF, (5.44) 
于 是 联合 (5.43) 105,44) 54, 就 有 
ін-ш іса(ш-ш,2-%,), (5,45) 


Tet, + УША ЕЕН! ЖИДЕ (5.36), 485 
lalu- us2—v) | М fu- ulje- vl 


&c,hju"t. EEE EF Vo er, 
* 270 ° 


ЖЕ A (5.45), Hun Er RFRA LANH HH ii 
15%; (5.365), WA 
lu ш] ре, ри” dinf le- vio) 
ehje” jhje- 2,8, eh ju" 1,1210, (5,46) 
Arne, AR z ЕНЕ, ез5 А 396 АЧ, 
ВТЕ [2 1, ХАН (5.41 | ЖЕ{# 8], НЧ (5,4135, 
有 


—-[pz"-p'sz'|c-gz-u-tN, 


"= TE- pa -tgez—(u-t,)), 


Iz" LE Lp! P |z PE Ед | шах [г], + іш-н,1,1 


se, [Iz] i + ie- urio. (5,47) 
НЕМАйігі.. DES (5,42) уп = 2, HA a(s,z) 的 
EEH, fy 
УЧаі|а(2,г)і- |(ш-ш,2)|, 
ТІНІН ГЕ гат 


从 而 得 到 | 
іг|1:5-6,|4-%4,|, (5,48) 
最 后 ， 将 (5,48) 式 代 人 (5.47) 式 百代 人 (5,46) 式 ， 就 得 到 线 
性 有 限 元 解 的 工 : 各 误差 怖 计 式 ， 
LT 
总 之 ， 有 


定理 5,8 иЄ С Га, Б) (5,23) E (5, 340 ЫН», u, 是 其 
REA RTE Шама ЖЕНЕ Gg 
pu- и] ot [uu], 
成 立 ， 
C, Latit 
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有 限 元 解 的 五 : 模 和 工 , R ASE ПИШЕТ ЖШ ЖЕЛЕК TIR 
= w FSI Қа, Т.Е K RSS HUI БҰТ u, НЫН 
HE, ЕВ 

定理 5.f0 uc C:[a,5J LIRIES (5,33 ub (5,34) 式 的 解 ， 
u ERRARTE ШБ ЗЕН с 使 得 

[u = ul. steh? Пад u” |. 


ім” — ul], eh!lnA|ju"|., 
ПЕНН, He. 
4.5 8137 ik ja) B] ES RTE л; ШЕ XE ДІ 
ж р де, ЭМЦЕРоз во 5AE us [n] mi 
n Ан= (х,у), (x,y) EQ, 
455-9. 
Ме FC С'0), Оо ӘОЗЕ5У ЗЕ. XX E DAR TEN € C! (2), 
A Жж = У Q, 与 8 的 几何 误差 及 数值 积分 引起 的 ТАЁ 25, 
我 们 进一步 委 定 总 是 凸 多 边 形 区 域 ， 并 假定 出 现在 有 限 元 方程 中 
的 数值 积分 都 是 精确 计算 的 ， | 
ЕЕ , Ба", En E= HREJ, 102; TAWE: HS PH IRI 
B; h, 是 单元 五 ; УМ ESL Ht; А = тахй;, ПЕ ЕНІН 
元 解 ， 则 据 (5.31) 式 有 
je -u j inf а-о, Уз, р, 
AB PCH O ЭЛЕК kE РА AE PRU Өзін, R 
Hu, HERT, НАЕ u, 时 ， 上 式 仍 成 立 ， 即 有 
上 一 人 
TE. ARRE BARZ НА ЮН ЕН A ро јаз 
fart. 
ЭШ, EEE- АЕ Ба FESTE ES EO I S LE, 
Иал, ЕЛИ АЫ m1. 2418, HEZIEE В, 8656 
BJ — 7 ДЕРЕ Sk 29 | 
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(5, 49) 


L, = is Г, ХУ) + (y, — Y X (X4 — X yl, 


Ж 去 [wy — 9. Уз) (Уз YINTIXL XY, (5.50) 
La = Сб, iac ау) (y, Ух (XL X, 
Ru, S EJLA E PIR, (yod 1 2 3) 是 五 的 项 局 党 
о ВИЛЕ Е БЧ 
= ну tHL ЕН; Ls, (5,51) 
xi - S Eg PT d EJ BRL TX 
р(х, У) = (а, ,а,)+и la, X — аъ чуба ХУ а), (5, 52) 
Жин, (аа) E ERRER a. l pO, 9) 是 一 次 多 项 式 BR 
Ж, WOE HEARERS” МІН 
PS, Y) = p(x Y D Eo pO YD Lat р(х Уз) Га» (5,58) 
TEK 
u-u;s(iu-pr(íp-up, 
ар ЛАУЫ ИНЕ, D-IAXBEGET. 
ЖАЖА MO | 
| |D'u- Du | i| D'u - D'p| -c1D'p- Du; 
Dy- D' p| + Xon» аху] ° ІР, 3-01. 
(5,54) 
WE u asap Е Taylor 展开 ， EFRA Me DEOR 
NT л (8, 520g pO, у), Жр Gn, 60 € E АЕР ЖАТА 
中 合适 的 点 ， 则 (5.54) 式 的 第 一 部 分 可 表示 为 ú 


D° (u 一 p) = PM ME v 41): + 2u,,(b, DUX un di) Cy 一 а) 


+ Hy (b, „BY — aa) e], 


Dilin- p| =u, (b, BEX- a tH „Б, bD ya), 
рын- b) = (01,03) ©; — 61) tuyyto b (y a); 
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HT 


М?Р, 一 max(sup[t,.|,sup|s,,|], sup|iu,, 5, 
E Е ' E 


则 有 
| sup [Dw — p) | 2 M hk 


lien (ED 

ерір p)| <<2МҰ йк» (5.55) 
supl Diu - p) | za M hy, 

E 


对 于 (5.54? 武 中 的 第 二 部 分 的 有 关 估 计 ， 可 由 (5.50) 式 并 参 
见 图 5.6 得 到 


supl D*Z,] = sup] L| «sup| 5: |<, 
Е ХЕ ЕІ 


sup| DHL = sup | Srt [<= — |< 
| 25 23] * [141 E (5,56) 
| T , — 
&„`— + 
sup| DIL = sup | -一 二 E: REM «i, 
25 |321 * l14| "ЕЁ 


$2: 1,2,3, 
将 (5,55) 和 (5.56) 式 代 人 (5.54) 式 ， 就 得 到 任 一 单元 下 上 线 
性 插值 函数 的 误差 倘 计 式 ， — 


sup| D's - D'u;| «| 1+ 35) uiui, 5-0,1, 65,57) 
Е Ре 


. ОТД + 


JE x= 0] J EBJIR mig] yy Ж ZAR CRI 
一 0)， 要 求 对 一 切 单 元 五 适合 


JESUM (5,58) 
Ре 


АН ҒАН ОНЫ МАЯК ЕЕЗ, ЯН М, = maxi МҰ”), 
Ж EDU о ІІ ЕРЕН РДЫ ЕТ SE e EP RI ARTS 
sup| D'u ~ Du coM,h* *, s=0,1, 


Xi ШЕ Ope LBS 值 函 数 误 差 的 吾 ! 模 相 计 


|u — u, Jl u-ujidxdy«[. |Ditcu-up|?dxdy 


17 £ 
«[ |р} és - up [*dxdy | 
ГЕ, 


| 

<meas( "ef >; sup| (u — u) | | 
г жас 11 

xc e meas Q) М, (2+ h*yY2 k, 


TUER TRUE. IM АУ H! Г, 
ju- u, || sis- u, СС) МА 

或 | lu-u |. xe GOD h | us, (5,59) 

值得 指出 的 是 ， 要 得 到 ДЇЇ 神 的 误差 估计 (5.59)， 必 须 满足 
ЖҰЕ(5.500. 上 由 条件 (5.58) 式 可 见 , 当 网 阁 无 限 细 分 (> 00 EST, S 
最 hz/Pe 不 是 一 致 有 界 而 是 无限 增 天 ， 则 有 jz- ul A00), 
ЛЕКАР ЕГ ИЙ С; 此 外 ， RED pA RS St SG H1 2S 
78, 则 max{haypej 变 天 ， 线性 有 限 元 解 的 政 ! 模 误差 出 随 之 变 
大 ， Ж HE ZE S АР pp Ж “ЗЕН” ZTE (® ШШ X 
$2», КААН BAM IgA. 

МЛ Nitsche Ту, "ПЕНЕН ла, 模 误 差 估计 ， 
АМАДЕЙ ФЕ, АБУ Д, ПЕН, 有 兴趣 的 读 老 可 参阅 
(9--141411221, 为 [ 着 有限 元 误差 估计 的 结果 对 指导 数 们 计算 是 
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用 助 的 ， 因 下 作为 本 篇 结束 ， 现 将 有 限 元 解 的 吾 ' SS. L, БІЗІ 
工 。 神 时 误 深 估计 结论 列 于 下 面 定理 中 ， 
定理 5.11 ueg H "OEL pR AEAEE, Eh 
DX АУ ЕЛУ a ПДУ, u, Ab HIA mik CATA Ял. WEE t A 
ERNE с, М F UKLL KAT: 
Ia- ul, oc ujen OSSM O L, 
[Du и) а ел лаш, а, Оет п/а; 
Auc., MA 
Dn u ) logo ей? |А фај ps 5-0,1, 


3 m 
‚ RZE | 
100 = | Cot +12ху14х, yY 20, y(1)=1 
fH Aes EX dis. 
2. Ж B ITE E ИН EE BUSH FALE SI 


5 
(1) " ons] F(s v, 52, T dx, 


y (ext У) ур, BO уз, BDS yh 


| Ь 
(2) ron ғау» е, 2 e. Das, 


y,Ca) = Vias VO) = Ni» іс 1,2,7", , 


p TE ELLA ONLY DIE BON, ы Yj? CE X, mS, Yo. o) 
2g ЛАПЧЕТ A ЖӨН НН Н, SR HER fE e ох 旋转 时 记得 旋 
ТААРЧ ИХ, 

4. TERERAA B НЫН AB БАЧА S 20 SE ia BU XC 
тендер, ЖШ--ЖШЖЫ ДЕА B S. 


а 23Б» 


5, RRI de [n Ei 


_[ їч M fau y 1 ууа 
газ-| 10095) (22) ахау ЕЛЕК і)48-> тіп, 
НЕМ. -ішестзінір,-8%х,У0, gQ =P Ur) 
BERKO ВУНЕ ВТ Т ВЈЕ О ег yi, 
6, ЖЕНЕ ЗЕР, ВЕ) 
! |” p % 
Ton = EE en: T (44) te fa |а % 
RHK, E A ГАН; RLA ATE 
du _ 
dx (0) = 948 (0) = 0, 


RIIE ЕСЕ d BED Je Ў ЕЈ, 
7。 试 导出 下 述 常 微分 方程 定 解 问题 所 对 应 的 变 分 问题 。 


u (0) = Hu = 0, 


d 
- 5 (p (X) po) qu f, qx «b, 


其 中 рсхуе С:Га,51, pix) zSminp(x)70, gix), {(%)Є 
СГа,81,4(х)2>0, 
(1) ч(ая)ха, wu(5y= B; 


(2)  u(a)-a, p(5) 908) оиву = g, 
а) HOn, рф) 9:0), оиву = g, 


8。 利 用 变 分 原理 证 明 ， 常 微分 方程 
| asso Su esusiixt- 3x2, x€ (0,1) 


АЯ AS ЙЕН (0) = uCD = 0 下 的 和 解 党 存 福 必 唯 一 ， 
9， 试 构造 定 解 问题 
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| = V (RV u) + ° t 44-7, (x,yy€ Q, 
(а= g, (х,у) сда 
相对 应 的 变 分 问题 ， 其 中 


vous 2 (9. ) GS 


10, AEAEE: ЖӘЗЕЖІНІҢ 
о-на р, (x, y) О, 


gu 
gn 


(a—0)HgBExETE, Dp nE—, 
I1。 在 函数 类 五 :中 构造 第 7 题 和 第 9 题 中 所 要 求 的 变 ІН 
ЕЛ, 
12, UE XH BE n УЕ, АБтха МЕНМЕН, TA 
ПЕНН: 1 A 
J (X) E (AX,X) - (В, X) 


TE X, 处 取得 极 值 的 充 要 条 件 是 
АХ, B, 
13, Н Ritz-Galerkin 方法 求解 


dy 
dx? 


(1) ШНА (0) = 001) =0, HUS X EESTI 试 PRER 
ЖФіму-х(1-ху)(а бк); 


кан-0, (х,у) сда, 


=e (0<x<1) 


(2) ”对 演 值 条 件 uc) = T 0 чо, MRE ARER 


ЕШ Р(х) = at-a) +b- 8x), 
14, JH#&Y2E GSE ГУЯ Sa 32: fed [АТЕЙ 
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diu. 
dx? 
 u(0) = (1) = 0 
Тего, ІЛ 2 3E 4043827 5 J КИШИН ЛЕ fur dei. 

(1) ЛМЕ ЛЫ Ж ШП AR RB BO ER X AES ЖОН АЗА 
ЗІН IS TERRE = x? ХЕЛО ТІЛЕ PE; 

(2) IHE PERI EE КАРНО. TAIA 1/2 
ЖЗА АНЫН PRG SEXE. dex Ж=1Н ЕЛЕНА ARI Ee Sk [Н 
进行 比较 。 

15。 证 明 积 分 公式 


1 
ë - Bel . Pl | 
K d 7898 (x BT1)! 


2, 


15。 用 有 限 元 方法 数 介 求解 两 点 边 值 问题 


| 2 
- 91: f (0<х<1), 
u(0) =а, u(1) = b, 


ЕГІП хі G = 1.2, N- 129184 А, Ф, АТА НМ, ñ = ТАМ 
ХЕ» асе, “Әз ЕТЕРІ, 

(1》 写 出 有 限 元 方程 组 ， 

(2) ВЖЕ IE BIEN. *1,;] 上 的 线性 元 子 出 阵 


[29 Ф.) қый 
а(Ф,,,,Ф{) а(%;;,,%7;,1)- ” 


ІХ НІ, ЫМ — TALES, x, J LARA T A 
(3) 具体 计算 并 写 出 线性 元 总 刚 阵 中 与 为 节点 % EPA LS 
行 的 8 个 非 零 元 素 ; | 
(4) AHAIA B9 55 RR УКУ NU PE AE IUE B АРК ЕНЕ 
Жы; 
(5) REL EEJETISIBTEJRTULX:, *,,.1 ЕАС UE 
+ 270 Ф 


а(%;,%;) aique уз) UP, Pa? 
| G (a var Po) GUP уз. Pierra) 85%; ra Piri? | 
TORRA ас%,;1,%. иа) 48(%,,1,%4,1) | 
Ar, = (25-1) 05-1), Vous = 4851-4), Ф,,=&(25—1); 
。 其 体 计算 并 写 铀 三 次 元 总 刚 阵 中 与 内 节点 有 有 关 行 中 网 
ЧЕ лж 
а(%, 1,%7,),а8(%Ф, y Pi aP Pa Pyr 0,009... PD, 
WATR дї Ж, ү,» 8 S 411 BS E ЖЕЛ Ж 
ОФ, Pirn? TP a Vu 4G Prsi €, v3), 
17, i&TELO, 1).E jas = Hermite 型 118, RAA PESE 
N (Ë). N (Ë). М, ЖМ ОҢА AR IT. 
N (0) = 1, N = 0, БЕ ама). 


ЕГІ; 
NiD =1, N10) =0, TN LO - "n 
dM (6) =1 AME) _ _ - 
^ dx | EL dx —— 15% Ma0) = M,O) жө; 
М, (2) 


-1, IM 


4х pa, Ч? М ,(0)= M 01) = 0, 


Š wa] 
(1) ABSIT Аы A SF N (6). NOD. MEOR 
M , C5, | | 


(2) ЖИН GO BAR А ЕРНІН, C Га, b] EIS] fk HR 
ЖОЖ; 


(3) 由 (2) ТҮҮЛ HERI Hermite 插值 水 数 
ге, 打上 的 兆 将 狂 如 何 ? 


6, WL:. Li. Ls 为 三 角形 单元 e ЕН ЛАҒЫ, e mj m 
"m Жр. g. т 都 基 非 负 整 数 ， 试 验证 


P 4 rdxd = 14 P! qi r 
| Linn У TETTETETT 7250, 


а 280 = 


19, MEATZA зл, ERAR 
-Ан-ғ(х,уун- (х,у), (х,У)60 
的 这 值 问 题 ， 
(1) ЖИ ÉEEIBEATADTEGAR (soy 站 为 顶点 的 基 个 单元 上 的 子 刚 
ЕЛШАТ; 
(2) pU ES oC Sr ЕПА ARGUS У) 有关 行 中 的 全 
ШЕЛІ; | 
(3》 若 采用 正三 角形 线性 元 ， 试 完成 4) 和 (1) РААК, 
20. Hl] Ef — fg = 有) 线性 元 解 边 值 问 题 ， 
-Аы-), (%,У)60. 
н= 9, (х,у) ET 


t 
“ан 58774, (х,у) € Ds. 


RurUm-60,0-[0,2]x[0,5], r= [0,2], МЕНЕН 
я= 3050], BS EM u fé EXC Q € Г, 有 关上 的 那 一 
"а НЕ 7, 
21, ШЕН — did z RIK ТИ НИН AE pk ТА ТЕРИ 
ор". 
22，。 编 制 计算 程序 ， 用 直角 三 角 线 性 泡 求 解 
(~ f, (Х.У260-(%4%,1) x (0,10, 
让 g, (X,Y) E fR 
上 时， 将 [0, 1] 均 分 2 等 份 ，r = 1,2,"; 记 相应 网 格 步 长 为 hr, 
相应 的 数值 解 为 4;,。 以 定 解 问题 
g At = misina (5Cosgxy - 1), іно, 
и] со 0 
Ху, ВТЕ а(х, у) = sinzx (cos2xy -1)， 具 体 计 算 比 较 
FUR. 
(1) 1 нч, Ча. Bas Ni Ho Қи, С, r)? 的 形 
5, МЕМ Ы ИП, MERETE ТЕ АО АЕ, ОИ 
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1 р ЯНУ И Fk y Et ҚАНЕ АКЕН ЖІ Euclid ж, F IH 
(2) ӘЗ. МЕ МАЯ ІҢ; 


(2) Би, 11и, ЭКЕЙ, Hu. БЕТТЕ "EUM. Yas AH 


ШИЛ EHE, е у, ННІ, с=2, 5,4; 


(3) RI HE EHE БОР SETS, ТЕО, 网 格 上 计算 得 相 应 的 导数 近 


Uu. r= 1.2.3.4, XXE Qut. ҢАН АЛУ A Ar) ЖЕ ha 
ЖОПЕ, 


E 5 X B 
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第 三 篇 。 解 离散 微分 方程 的 高 效率 方法 


前 两 篇 介绍 了 数值 求解 偏 徽 分 方程 的 两 种 主要 的 离散 人 沙 方 
读 ， 即 差分 污 和 有 限 元 法 。 这 两 种 方法 招 求 解 微分 方程 定 解 问题 
转化 为 求解 离散 微分 方程 的 问题 ， 

本 入 集中 讨论 关于 高 效率 高 精度 求解 有 限 元 方程 和 差分 方程 
的 问题 。 与 传统 的 数值 方法 相 比 ， 一 种 高 效率 高 精度 的 数值 方法 
将 会 几 二 倍 、 划 至 更 有 效 古 节 彰 计算 工作 量 ， 因此 本 入 讨 论 的 问 
Ri RUE HH Sg BR LOCI. У ЗЕ FR frt. 

众 所 间 知 ， 解 离散 微分 方程 《代数 方程 组 ) 的 方法 一 般 分 
ХР, --ЗЕНЖЕН, ЖЕК, É Ez ik. im 
Gauss 消 元 法 、 列 主 元 消去 法 、 平 方 根 法 等 等 ， 都 是 以 消 元 法 
汶 菇 础 ， 用 这 类 方法 求解 大 列 稀 稿 的 代数 方程 组 ， 所 第 变 的 在 如 
ERK KERRE Fu E Xem ER UBER ACE 
ZARA., ЖЕКЕ ОНЫ, ШЕБИН, BD 
FERED., Ж Ата олын Ur ic {ЫЧ ЫЛ EL — 
ЛАЕШ ЕЛЕ ЭЕ НИКТО О, ЖЕМ. DEPT RE 
ЧЕНЕ ЖЕЛ y RE (НЕН КЕЛЕЛЕ ЕНЕ, НЫ 
НЫ А. ОЙНЫ НЕЕ КЕНЕН Ж F e — HERU 
Ж ШЫЛ ЕК, FILE E € ON) (a>1) Ей, Жї 
NER BE ПОУЖЕН МЕЛІ S 3k, ІН НІК {ЖУРЕККЕ ВЕ 
fiie sd EE АЗЫ. БЕП Яң» ЗЕНОН 
мін, боғы ам BI Е Sit, ТБО, Ж 
ПОИ ЛЕЛЕНИ БЕМ Л EHLE H Не AX RAGE 36 
ABERAT ESL. ЕНБИЕЖЕМИИ у REUS 
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广泛 应 用 ， 然 市 ， 由 于 计算 量 和 存 贮 重 都 比 直接 法 少 以 及 程序 设 
计 简 单 等 启 因 ， 途 代 法 仍旧 是 解 离 艇 微分 方程 〔 线 性 代数 方程 
组 ， 特 别 是 非 线性 代数 方程 组 ) 的 重要 方法 。 因 此 ， 研 究 和 改进 
现 有 的 迭代 靶 ， 梅 造 新 的 更 好 的 退 代 法 ， 仍 旧 是 计算 数学 领 城 
中 十 分 活 九 的 研究 方向 之 一 ， 人 们 向 往 闭 能 构造 出 某 种 迭代 法 ， 
用 它 求解 二 维 的 竹 圈 离散 方程 时 ， 其 伍 束 与 上 无 关 ， 计 算 量 为 
ОСМ) 重 级 。 这 方面 的 研究 与 数值 代数 中 的 有 关 研 究 有 所 不 同 ， 
它 具 有 很 强 的 针对 性 ， 它 可 以 利用 离散 的 和 连续 的 微分 方程 的 许 
多 固有 的 性 质 ， 它 会 涉及 到 网 格 分 划 方 式 ， 也 会 涉及 到 不 向 鸯 格 
层次 上 的 数值 解 之 间 的 关系 等 等 ， 总 之 可 以 利用 一 切 可 能 利用 的 
信息 以 还 到 高 效率 高 精度 煞 倩 求解 离 艇 微分 方程 的 绅 的 。 

为 了 富有 启发 性 旦 循序 渐进 地 讨论 问题 ， 本 篇 先 研究 有 限 元 
方程 与 差分 方程 的 某 些 统一 性 ， 然 后 在 此 基础 上 再 研究 基本 迭代 
法 求解 燃 网 离散 德 分 方程 时 所 存在 的 种 种 规律 ， 研 究 基 本 迭代 法 
的 比较 、 控 制 和 改进 办 法 ， 还 前 析 了 基本 适 代 法 产生 种 种 缺点 的 
ІЗ, ЕНГ” ЕЛІК; ЖЕРЛЕ: F 的 高 效 
率 、 高 精度 求解 离散 微分 方程 的 迭代 方法 ， 

诚然 ， 求 解 离散 掀 物 型 和 离散 双 曲 型 《〈 隐 格式 ) 方程 ， 一 般 
都 可 归结 为 求解 离散 梢 图 型 方程 的 求解 问题 ， 束 解 非 线性 离散 微 
分 方程 一 般 可 利用 线性 化 方法 ， 也 可 从 求解 线性 离散 微分 方程 的 
方法 中 得 到 启发 ， 因此 ， Kh E BEBE Р K y £8 EE REI ESE: 79 
E. 309, БЕВ РА, AMERRE KUO DEAN 
AVESSE Жа 8, Тын ыж, {НЕ ЖЫН 
ЖЕН, AARTE, MERE BB 本 篇 . 
只 介绍 儿 种 思想 新 颖 且 使 于 实用 的 新 算法 ， 


е 285 = 


іт 差分 格式 和 有 限 元 格式 


林 章 先 简略 介绍 数值 求解 权 贺 边 值 问 题 的 差分 盛 法 ， 介 绍 方 
便 形 成 和 求解 差分 方程 的 局 部 离散 差分 格式 ;再 介绍 在 矩形 分 划 
下 方便 形成 和 求解 有 限 元 方程 的 局 部 离散 有 限 元 格式 ， 还 探讨 了 
局 部 差分 格式 和 有 限 元 格式 的 某 些 统一 性 . 


51 Ж Poisson 方程 的 玖 分 方法 


БЕЙІН Boisson 方程 . 
L#= -Аш- }, (x, уса (1,1) 
ШЕЛ ДЕ, ИНЗЕНАНОНЯЯНЫРШ М, д- Q 000, 
КШ O Q д ВЕЗЕ НН АКН EE. А ИК E.) 


的 定 解 条 件 有 三 类 ; | 
第 一 类 边 什 条件 чоо 0(х, у); (1,24) 
O Mohak | -до,у) (5328) 
D E . ' 0% Ж 


inii [08 ken, уза] Gn Y» 


(1.2c) 
A е, эку йк иинин, k>0, ， ‚ ӨФнудп ion B^ 
i [I Ж. QUIT 
ША B, ЯП F, — 
X—X;—ih,, ій, ЖІ, t2, e, 
Y= y= =0 tl, £2, = 
жуш 0, А жамыл шынды д AMRF 
жанан (ху, v0 BAT. Mi (x,, v € oni, #k 2 N 
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Фа (或 内 点 ); 如 果 某 由 节点 的 上 下 左右 4 TARTAR ТГ 
о» ДПЕ ЈЕ Ир, ШКУ ЕЕ рО; Ят (i уе 
ао, ДКР. 图 1.17] «*(O" = ЖЕНЫ ЖЕЛЕ ІРІ» 
Ж 5x" ТЕНЕ DI) 
WE. H4." BERAE 
пж. šQ Isi Yp Ур) | 
(X, y,)€ Q) 0057 (0E RR 
WR Hg, 000202. 
жауы, ЛАТ 
н(х,,У) Зежи(х, MET 
点 сі, D НИВ: HH tn 


X 
f, KORRA PUJ BRE 数 旦 在 
БШ 1,1 (i, е Qa AEU CX,, yaja 
и, Ур) =н 7(Х5), Yi) = М(Х, Yi) fairs 


1,1 五 点 整 分 格式 


设 G, D 是 正则 内 点 ,， S E «OX, y) JL OG 出 
Taylor RANIA 


-pe Euler y;-2U(X,, Урау Ур] 
І 


= 8u(*, y, , hj  O'u(x,, 93) 


x! i 12 Oxt 2 
4 в 
к SUY. бар, (1,3) 


гінен У)-а.2-2и(х,, Y) t HR У;,-,21 


- ó'u(x,, Уу) , hi$  Q'u(x,, yp) 


二 
gy? 12 оу” 
h: B 
um ©су: УР ос), (1,49 
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用 1.3). (1.4) ЖА хЖІУНІНЕІСІ НАМЕ É 
BREJE (1, 1) 中 的 Ux x ЖД чуу, ЖЕЗ 7у RR L u, = m 
Axtu = fu ЕП 


1 
“здк gen ; 284) +H; i, 1- 
і 


- -d [H a, jar —2tu tu; = (1.5) 
z 


ШЕ (1.5) т НЩ s Ес, j) XR 4 48524 fü, 
故 称 此 差分 方程 为 5 点 整 分 格式 ， 人 参见 图 1,2。 显 然 ， 由 (1, 3) 和 
(0,4) 武 可知 5 82527 oo PU R UAE 


R Ач(х У))-Ам(х,, yj) 


— -1 ó*u 4 gu 4 一 3 
"An st |, p +0001) =O), 
其 中 h-max(A, Я,Қ, БИПЕЗЫМЕ ТЕО ТАНА BIB 

HFR dal BRI 2E БАН ЫН, 
ЛИТЕ ZEB (В, = А, = h), 350 Jj (1,5) 则 篇 
化 为 


i jt [GAL 
f+1) 


OF il, — (j,j—]) GFE, 
| 一 PET 
сі j- 0 j 


图 1,2 E] 1,3 
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1 _ 
His EET Рт Фра, TU, 1-4 TUS, ржа 


(1, 6) 
例如 ， 用 5 点 差分 格式 数值 求解 模型 问题 

(7f (X, y)€ 0 =(0, 1)><(0, 19, 

4-4, (x, y)CÓOD, 
"Ж (0, 11х[0, 1155 4 2x2" 26 4, :b de h 1/2", 节 
JF Sap de M Ze pA MC [н] ЕНУ РЕН із Е; 3H] 5 点 差分 
格式 《1. 6)， 就 得 到 差分 方程 组 ， 其 系数 矩阵 是 5 对 和 角 的 ; 解 这 
个 差分 方程 组 ， 即 可 求 得 节点 Сі, j) АЛУ Жи,усі, j= 
1, 2, =, 2"-1). 


1.2 JARRERA 


X Idm xd IR ЛЕВ» 05 np H Taylor ЕҚ, Ж 
(1, 3241 (1. 4) 式 权 加 ， 就 有 
Ано к, y; 
_ 1 PUCE Y) 2 O'u(xq, Уу) 
em ooa Pro a sn 
+О‹А*) 


д? 
-ancy vd e] 


x[-9* ACID Ур) Q9 д? сөлі; рға, 
ja? 


一 ШЫ, h; - КОН 


12 axigy* TOAS) 
_ _ 1 д*}(х,,у{) I f(x,, yj) 
= X —_— c АУ “fr J Q V Jatir Орр 
fs yy) 12 | 1 Ja? ud: ЕГЕ | 
ВЖ дж, у) (9a. 


12 gx*gy* 
X, 
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Giu(x,, Y) 
gx gy 


nas (Xa. Уза) EU. (Xa, Y; Tusali Уу.) 40042) 
hi 


ЕССЕ Yiya SIUS, У,уадін(%, 1. Уруу) 

БЕМСТЕЗЕГГЕК ЕРЛЕРГЕ YiU G-a y) 

ФЕС (+i Ур.) —2u(X,, yj. HUA 1) СЫР 

ER EE 

AuCk Y) Lo putas yo -2uQa sas Y) 
-2u(X,4,, Y,)—2U(X,,. Y,-,) - 2U(X4,. Ура) 


Tub X1, УЕ Xe аэ Yi- ECX раро Yisa? 
+ uss Ур CRI Ару = — f(x, ya) 


_ 1 [as Ei У), рь O° fx Y) ， 

12 Е ода ЕВА t ОСА ). 
SARREN Ri = O(h*)， 便 得 到 近似 Poisson 方程 的 9 点 
MS HEX 


- 

= “(hka А?) Ur. іі «(I -Ehi he, Ї +1 

1 

- үз (hi + hs шы ғаз (heh) i 
СТИ (Eh 

= БӨ + PEP, {[- + ES) M 1-1 
-— ` рым 

КЄ t 2 ікі, І-і 
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-МА fut НС yr- lf ур], 


12 
(1,7) 
M h, = h, BJ, РН 
CUP i. ізі — dU 4, 541 = Ирка, Pa — du, ,, ; %20Ш;) 
-4ніы,і Сред, р-а -4841,1-1 7 Mp eas p en 


-eh* Йа + Ca ER );)+ ],,( d E y 2) |. 


(1.8) 
T5 x9 дж АСА ТВ I RJ S ЖА LESE, 3. 


1.5 特殊 9 点 差分 格式 


[рп (G-1/2, j) ЯП Gi- 1⁄2, J) 处 构造 于 方 问 的 
ГЕННЕН» НААРА [UE ul... ҮС Gs , /+1⁄/25 ЯП 
бі, 7-1/20 АМЫ Y Zi IBS СБП ҚАЗ, BE 于 均 秆 代替 
try 月 和 侍 到 特殊 9 点 格式 ; 


-| Uira у 728i. 172, 1 T Un] + "ази дығы | 


2( h  /232 2(А,/2)* 
| "ужа 2, аа Шү; + M ipei Нр, yeys t Mag | 
2(5,/2)* 2(5,/2)* 


ETT (1, 9) 
5. "RERO ASA HUP ЕЛ O( ADO, 
1.4 一 般 椭圆 型 方程 的 差分 格式 
设 线 人 性情 图 型 方程 具有 一 般 形式 : 


-rf Ou Bu Ou 8*u 
Lu М AX, у, Ох 5 Әм ы ЕГЕ ay! 


с= јх, У), 
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ЖЕРЫ ЕЧЕИ ЙЕ, МГЕ ШР. сі, D 处 可 利用 Taylor Ж 
Ез BEBE. ПІ. пасо Р А 3EES. 
(5% ша - ізі, 84) a. eni у) +O hi), 


1 


6; 2 Часа, ВУЧ _ диху Ya? 
(ун В, Л U ` jx ` -+О‹А,), 
NN - Ырза, 4-1. j ~ Gu(X,, yj) " 
25, o 2h, Ox 十 0487), 
OF ) — Hr, рва НҮ, OU(X,, yj) 
= Межа i „ 99000. Yi) 3 Olh) 
(2 1] ћ, ду | ( 2 #9 
> 208, ID KT ди(х, у) 
och 
(4: #1 =h, ау ( PP 
КГИ t. =. ЗА UCHI, poa = Ou(X,, yj) +O Rh?) 
(Z ) ij 2h, y ( „ЖЕ, 
4: 一 如 一 PUis Уі) 
ТЕДІ 2 4h |  gx*  -— 
*OCY), 
( 4% Je Pi ga Tuas HU рр = OT (X, Ур) 
Mp i Gy oc 
кос, 


НЕЙБЕЛ Sç BL Ре ЖАШ A PEH IR BT ЗЕН ЕРНІ, НАГЫЗ! 
{ЕТЕ BU PR ta ЙЛ 2; ЕТЕ: 
Lon 7 Lii, jh 
UN. ЖЕДЕ ЕКЫ ЕУІ IT 
ALIE ЖОБВИПЮАЯЕАЯ Ы ЕНУ (CCP fh АРАУ 
RE, ИННА НЫНАН. БЕЕКОМЖНЕЕЕЭНЫЕНИЯЖЖ 
Жар, EE AHRS ЕДЕНІНІҢ, ЯУ 
读者 请 参 馈 [1]， 
. 292» 


1,5 3h US Se PEE REESE 


—. ЕНБ ЕМА 

1， 第 一 类 过 得 条 件 的 处 理 

Ш-Н ЕЕЕ pA, HES уну рб р (,. yi) 
EAN 17 7. 

2, Ы... = Ер 

ШЕКЕ ELS МХМ, ісе + 1， іс) 
=М+1ї. ATRE, TRUH 28 CF (1,20) ЯП (1,26), 
可 在 QÓ, ТАЕНЕ. БЕІН ERI— ВТ 3s P E 
B (1.255 XX, HE 


1 


ді.) да Чр HE), j oL 
] A | = à 
| ( On 41,4 2} EL 1®/ ЖЫМ КІ, 


pu H £7 Uy, _ 
( же Mitte ETIN E S Bel, 1 
N+ i, f 


ЕТИ 28, 
| (1,10) 
| (= ) ERES E = Ër, ү» , 

Погба 2 DEN + 1, 


Hy, маъ U“ Hi, ы 


Ñ - a 2h, 
在 上 画 诸 式 中 ， 出 现 了 一 些 附 亲 的 节点 函数 但， 我 们 可 以 用 内 池 
RR ЖЕНУ БАЖЫ (1,10) ЭНЕР АРА, 
{ап (1,5) 式 中 的 站 =1， 就 有 


-| Чър 2U,g Ho FE Нур, реа EE, 
— E — -- 1!» 
hi hi 


= B. Meis 


BR 0.10 3X B9B ЕЗИНЕ Ча uu, 得 


„| 2923—2013 *2h,P., ү uu, pa 720. рн, р: 
h: hi TE 


XX FEE HI К ID AR RERED NET. 
МИН ЖЕРМЕН 28 ТИНЕ А EB PEB AU: 25 121, 
729%» 


二 、 一 般 定 解 区 域 情形 

XI NEpOER, ИННА ЕЕ ЕН 
情形 复杂 一 些 ， 双 些 还 缺乏 有 将 的 方法 ， 

1。 第 -类 边 值 条 件 的 处 理 

JEENA АА КЬ Е А ERDE Ei EnA ARE 
ПУ ЖЕЛИН. НЕ ПЕНДЕ, ШЕ 1.4 RRIS, XD 


图 1,4 

么 可 将 3 ARRÉS A РЕ Ж {ИЕ {К А GEENA AARS 38 35 J& s 
中 ШАЯДЫ ЗЫН, TARERE PEL ERE ША А 
AJAR CÉJHHURBERZMHBSN ТЕАТ 9, 

(1) САЛЫ: | 

对 非 正则 请 点 ， 其 差分 格 臣 一 律 采用 5 点 格式 型 ， 这 就 需 可 
划 断 每 个 非 正 则 内 点 与 其 一 切 邻 界 点 的 轴 向 距离 关系 。 如 时 界 点 
与 非 正则 内 点 的 y ІН «LA./2, ОЛА RA y Bükk yc 
迁移 到 该 非 正 则 内 点 处 ， 也 就 是 说 ， 直 接 将 此 非 正则 内 点 作为 这 
желі; 否则 就 将 y 轩 土 处 于 界外 的 - -个 就近 的 陪 格 节点 作为 XH 
мыз 这 丙种 情况 都 用 志 界 函数 在 变动 后 的 界 点 处 的 函数 值 作 六 
1A EE. ТЕ x ШЕМОЛЯ ҚИЫННЫҢ. ЗАРЫН ЕЛ, 
图 1. 4， 即 将 原来 的 部 分 边界 SACEGIJK {Е t 29) SBDFHL, 
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ШІН BER ABT £R BHEARR у 对 边界 值 近 位 的 精度 
只 有 OQ) Br 亿 这 种 非 正 则 内 点 差分 格式 伟 休 持 了 差分 方程 组 
ВРЕ. ВЕК АКИН ТИ. ЕТЕ А НОЈ О ЯТ Ш КТЕ Е 
Ss Ty. 

(2) f EE SEE 

韭 正 风 肉 点 外 的 差分 格 武 由 该 点 诺 三 两 个 名 点 或 上 下 两 个 入 
ан ЕТАЖА ЯРАР ТЕ ЕНЕ Ж ЫЛЕ, ШЕ 
1,41, BR RETE JUI. 12 АВ-ӛ,, BC =, А 


«ЖЕНЕ, #1 u = Hide Ph tao 


y 方向 作 线性 插值 ， 有 wp = пни ata, 


x Ay БІНЕ ЕЗ ШІ, Н 


_ 1 Анет À.US 1 ñ; TU 
Hym. пасо + 25 717A EN 
2 154, Pi h, + £; 


HX EE А ДАНЫ AMED AEAEE NARED AA R A OCR) 
Га 60), (H:REF?TE ЖЕ АКП 2E 23 AAS EMAA E 
格式 在 形式 上 有 区 别 ， 从 而 它 破 坏 了 最 后 要 求解 的 线性 差分 方程 
组 的 系数 十 隆 的 对 称 性 ， 

(3) ARB 5 点 格式 

仍 以 徇 造 非 正则 内 点 五 处 《加 网 1。47 的 差分 格式 为 8b ІҢ 


——D = 


5) 


gru _ 1 ict | Yeop, 
|е h, +) [ z h, ) 00, 


i 
дін _ 1 £“ #2— 
i Ыс 
这 样 可 得 到 一 个 截断 误差 为 O PREE 5 点 格式 : 
"295 = 


_ 1 Y Пс My _ Hg— Чо 
5C АХ hi h ) 


1 


— Ярд _ зен 
ECT + д) TAI )- Is. 


DW EZE А BR LET RR ST £T ІНІ, 得 运 是 会 和 坏 代数 方程 组 系数 和 
БЕНУА КӨЗЕ, ЖИА ҒЫЛ BON ЖҮЗЕ, "ГАН ЕЗ ТЕЛЕ ШІРІК» BD 
А. =, бі з0,, ТЕУ 


р -uc 一 24, + шо) — -pp (#47 Bust им) = fa. 
1 2 


ШІН» ЖЕНЕ OCD, АЯН, ХЕЛЕН E 
可 行 的 ， 

Яна» ВАРТЕ ШИА НЕ ТН КТО 
TH SR A ЕНІ ЖЕ, ЯНА ЖЕРИ ЕҚ ЕЖ ОО НАЧ 
А ЖЕЛЕТ; ЖНЖ ДК Ж y ШЕН, Т ЖА ЕТЕДІ 
пен SG ITP St miu Et , 

2。 第 二 、 三 类 边 值 条 件 的 处 理 

(O 边界 点 是 节点 的 情形 

加 图 1,535, РЁ д МУАШ и. ОАЫ Хя, H; 
ЕРМЕН ЖОЛДАН: 0.20» "ШИЕ 


图 1.5 


1 (Чр- uo)cosa +—l ¿us-us)ÇCos8 + Kotip = yp 
ñ, ñ, 


гы ЭМЕЕ ala x НЛ На y 轴 负 向 时 ， 则 上 和 式 相应 简化 为 
290» 


i 


р (ЎР o) T ЕТЕ = Ур 
1 


-Cu Ho) + Kette 二 了 ps 
2 


ОО ЖАМ НӘБИ ЖЕ 

如 图 1.6 Блу, ЯЖҒАМЖЕМЯ НА, JEENA Za P khu 
使 用 不 等 距 5 да», УЛЫН МЕН. = 3832 8 Fa M RE 
的 差分 格式 ， 


ЕЧ 1.6 
根据 (1.20 ҚЯМНЫЗЫ, ЕРНИНМАЗЫМ ИЕ ЖҚ 
FN? 


TEST (Hy 一 Us) + Кучу = Yy 
其 中 ue 可 利用 内 播 方法 获 信 ， 

值得 指出 的 是 ， 在 处 理 第 二 、 三 边 什 条件 时 ， 一 定 要 这 入 外 
靶 线 矢量 的 方向 ， 否 则 会 造成 错误 ， 另 外 ， 积 分 闫 分 法 也 是 处 理 
第 二 、 三 边 值 条 件 的 有 效 方法 ， 有 兴趣 的 读者 请 参阅 51j， 


32” 闲 分 格式 与 有 限 元 格式 的 某 些 统一 性 


2,1 整 分 、 有 限 元 局 部 离散 格式 


只 要 观察 一 下 差分 方程 组 中 与 某 个 网 格 节点 对 应 的 那 一 行 ， 
就 不 难 发 现 该 行 中 所 涉 友 草 的 网 格 节 扩 函数 值 ， 神 是 (i,， 让 节 
КЕН АН. ЯТ d i XE — ИЕН 
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зі ЕРАЛЫ Ин НІ АНЕ ЕНЕ К. ДВТ Б 
Jab BD E ES jid АЕ A [8 2260 БАЕН. 

A TARRAA PU D ЩН za e x= (ih a, JA PER 
К=(К,, k,), й-(й,, А,), КЕР, Ф Р ={(—1, 1), (0, 
D, (1, 1), <-1, 0),(0Ь 0), (1, 0,0—1, -1),(0,—1), 
(1, —12], V КОНИНЕ Ia dek TUS ЕН ТН. XX 
М, 5 x HATTA- 58 х + КА 的 形式 ， 某 ox FE HJ 
ЗЕ Уу PEB М) ОМ yk Ө] ЛА 

L$,]w(x) Desu + kh) = P (а), x€ Q (1.11) 


其 中 
5 S uH (x + kh) 
КЄР 


= $-,, 1821, Jai T So, Н, pea T 1, aita, pea 
8-1, Н, {+ бо, ей) Ғ8), oira} 


%5.-1,-1Ш4-1,7-1 * 50, Н, 3-4 Sa, Чава, ғаз (1,12) 


| #-14,, 5%, 1 S11 ] 
1.5.1 = 5-1,9 Sa, c “1.04 | (1,13) 
\ 5.,,-а S5, —1 51,-: 


F (x) 相应 于 离散 格式 的 具体 形式 而 定 ， 

J 61,11)—(1,13) WE XE bP Boiss HR T YE ^B JE 
网 格 谢 分 下 《节点 按 坐 标 形 式 编 号 )， 某 节 筷 《编号 为 (人 P» 
处 的 差分 方程 所 广 及 到 的 那些 网 格 节点 的 分 布 情 狐 ， 以 及 这 些 节 
氮 离 散 值 在 差分 方程 中 的 加 权 规 健 。 读 者 以 后 将 会 看 到 ， 肌 局部 
离散 格式 统一 描述 划分 格式 和 有 限 元 格式 是 方便 的 ， 用 局 部 离散 
格式 也 方便 于 差分 方程 组 和 有 限 元 方程 组 的 形成 及 其 迭代 求解 ， 
用 局 部 离散 格式 还 可 方便 地 用 局 部 Fourier 分 析 方 法 分 析 差 分 格 
去 和 有 限 元 格式 的 收 敏 速 度 。 

ТА Poisson 方程 的 各 种 荆 分 格式 表示 为 局 部 离散 格式 。 
ЕН (1,5) ҚУЫ SARGE 可 用 遍 部 离散 格式 表示 为 
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[SJ (x) = Ғ.,,(х), V XÉ дь 


i 

t 

| 0 -hi 0 | 

pet -hi каф Abo (1.14) 
0 -Ái о 4 

| 


TVOTUCOSLEFTUHSECAF 
w T AE JE r ИВА EBD ESI. TERA 
6,12 = Frist%), Ухе%, 


Ры (1.15) 
| С -1 4 -1 ; Pe | (x)= h f(x), ` 
` 0 -1 Ü, 


БІЗ, НИЕ EDRLNEJ:JE82) XJES Ж (1,7) ЯП (1.8) 
АЈ у УК, БІЛІНЕ P ë IK А 


| "DS eon Pa Cs Ухе Di, 


- І D -1 
|l ht hi hh? . - ұйға АРУ. 
| 
төл " Зар Закр) Lht- DAL 
| ° 2 l эр » np різ 
| | 12 l (hi + hs) 6 12751 (ny + :) 


Ға эмн өө, i р соон А, A EO 


= h` h> (1 - E ( sa rens 


(1,16) 
| LSJ) = Fia (X), VxC40,, 
| -1 -4 -1) 
TOR 74 20 -а, (1,17) 
| 1-1 -4 -1, 
| 


ҒазАҚ1--4 Sio. 
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特殊 9 点 差分 格式 《1.9) 表示 为 局 部 离散 格式 的 情形 是 
¿[Si last ТТ V xc, 


| - hi \ 
| | T | 
LSilorn=2 -52 РАВ — -i(hirhi) 2A} А, 
25: | 
| - А? 
уок) = АЗАС): 
(1,18) 


А, =й, = hh, Я 
LS ha (2) = F £ (X), Vx CA, 
. | -1 
' Sua = 2, —1 2 -4 2 -1 , (1,19) 
| 2 x 
| | 71 
Боов (ХУ =? f(x), 
下 面 进一步 讨论 和 在 征 形 网 格 分 划 下 解 Poisson 方程 的 种 种 
有 限 元 局 部 离散 格式 ， 
由 党 二 篇 可 知 ， 线 性 椭圆 边 值 问题 的 有 限 元 方程 组 是 一 个 加 
下 形式 的 线 储 代数 方程 组 
Ф,) >" a(9,, %, и ы | KM v.) 
G(U.,, p.) ++ а(%,, P, "M 4,10% | «Cf, Ф) 
Жр, I-II Xe 1$ LL. E 
а. Хен АНЫН, ШАЛЫ, Xi—- Hán 
PE, ВЕЖА АРЛ, ЧЕ ЖЖ. РЕНУАР Е 
ВЕДНА Е ВАНО АВЧ З ER АЧ, ДАИШ {ТН 
л Eg HE SEZUR ITI 23 a BA fe 
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ә, фу TO СТ ЖЕЎ KRB, 
^90, 33 j hh ЕН. 

ЖН 2T 3L P, J 限 元 格式 也 是 一 种 局 部 的 离散 格式 。 在 
芷 意 一 个 由 节点 处 使 用 这 种 离散 格式 ， 就 得 到 有 限 元 方程 组 中 有 
关 该 攻 成 的 方程 ， 有限 元 廊 程 组 则 是 对 所 有 内 节点 施行 某 种 离散 
TAXE А, 

А J HHE НЕ EL UP ҚА» HR ЗЕ Ed 5 gE ЖЭЙ 
三 角 分 划 ， 设 单元 三 个 角度 参数 分 别 为 el、oa Жа, je, = 
сішеі(іс1, 2, 3), C=C, +C, teyp 本 是 单元 面积 + Ж = 
ВЕНАРА УУТ 6 Ар СРЦ 32 H] RJ A EDS 
Ман, ШЕМЕН), &И т.т. GEN ТИ ARES ARABI ЖЕ 
1,7 3828 1,8, MARKER 1, 7 ЫНЫ B 


图 1.7 
按 如 图 1.8 АУЛ ТРЕ IEEE Н ГЫ, ДЕА = ДЕН GE ЕЕ 
XX BL n] ЕКІН ЖҚ: 


5.і,і 55,1 Ü 
5.1,2 бо, о 5%, о | (1.20 
0 Sa-i бу-у) 
[HB — hd 5B ERR T =} HR ОВА (2,12) 和 总 
КЕЙ да (2,27) (02,31), "ІНЕ Уі (ОК 


* 90] ° 


LS. A14 = 


E E35 nt eO Tc Res RU DOG RR i 个 方程 为 


>; ар, „28 = (f, Qi 


HER, ЖАНЕ ИЕ АЛАТА quA. ,УЖВЯАЫХЖ 
$.1,4 <2(%%;, Фф) = су, 3;,: = (Ps Pi) = -Cay 


Sag o 78(7,, Фу.) = —€4, $,,, 6000р: 9,)7206, 
| (f, T,)-2SÍf: | 
故 一 般 三 角 线 性 元 局 部 离 艇 格式 可 形式 地 描述 为 

(Sula t C) = улік), V x€ Q, 


| — €1 — Cs Ü | 
5. Јаз 7| ©з 2с — Cg Kk 


Ü -Сс, -с, j 
Frari) 2287 (x), (1.21? 
JE = $8 £2 0€ JE 48 zÑ JE: 
( [Sila u (%)=F a (X), V. X € 0,, 
| —Z3⁄3 -v3/3 0 | 
25315051 8/3. — 2/83 -v3/3, (1.22) 
| 1 0 -“38/3 -ww3/3. 


Рул. (X) 228/00. “或 更 高 精度 的 数值 积分 ， 
车 采用 直角 三 角形 分 划 ， 并 采用 从 标 武 编 号 ， 参 见 图 1.8， 


全 一 了 二 二 一 一 一 一 一 G+ j+) 


(dj 


l 图 1.8 
那么 由 (1.21) 式 立 肇 可 得 到 在 节点 с, D 处 的 局 部 直角 三 
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аил. 
[Sr rt N= Fail)’ v x= SET 


| Ü — д? i 
18% lara = -Ар 202055 >h? (1.23) 
| Ü -hi 2, 
алар) = АА рх), 
SE ff ВЕЛЕ Е. 


CS] Ha = Faux), үхе 0, 
| 0 -I O ` 

[Sila =i —1 4 -1 ` (1,24) 
U o -1 o j 

‚ Күлү\х)=Ё?%](х), 

TBS ІХ, dap SB ЖН ДҮН ЫН BOX. n 

1.9 лу, ГАЖ Жл ERST AGERE Sk 2 eK 

=], 2. == D. Em PA ANTES ALES RIS 4 X83; 


GU d T 


"æ 


= 
id. 


ІҢ 1,9 
还 记 | esac o 表示 总 刚 阵 元 素 a(*，*) 在 单元 T 上 的 相 


应 积分 ， 单 元 面积 S A. has 则 可 通过 单元 1 上 的 有 关 积 分 计 


算 ， 得 到 总 列 阵 中 的 相应 元 素 。 例 如 ， 福 单元 I 上 ， 利 用 第 二 篇 
中 (2,15) Аа, Ж 


MICE Cen 


= OL: 8L. Ë 
"nw Ls Эх +4 L, 8% ) dx ау 
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` à 
| (a z. РА вад. 95 ) ахау 


-ie |, р Lid£dm416- E ану 2501, 


再 利用 Euler 积分 公式 ， 就 有 
49. P, i ST.) + (665) Jana» 


аж 
TE 
-3 h, M h. i 
用 租 同 的 办 法 计算 得 
a Pas Q =, і- 1, 2, 3, 
4 Ё 222408 
q (p. Pa) = 74 ы” а,%,, Фе) = Nr k, . 


FS bA G ЯПОН УНУ ИЖИ Ж; НЧА “4” УЖЕ ЕНУ 所 
АЛ, ЖАЫ MESE IESU RRA Sa BID Ж: 
а(Ф,, Ф,)-а(%,, 9a = р. 

а(%7,. Ф.)-4(”,, Ф.) = 0, 


d k 


а(Ф,, Ф.)-а(Ф,, POS- 3 - 
1 
| ú Е 4 h, 
' G(9,, T.) ха(%,, ФӘ) = T Rp 
| 2 
"E à 
а(%,, *( Ё, + 和 L), 


50 1 с 9907 lih 或 更 高 精度 的 数 信 积 分 。; 


完全 类 做 于 节点 “4” 情 形 的 办 法 ， 可 相应 计算 出 与 节点 
“1”、“6” 积 “5” 有 关 的 总 刚 阵 元 素 及 右 端 向 量 元 素 ， 

最 后 ， 将 局 部 离散 格式 的 中 心 点 分 别 与 节 虞 《19”、“6”、“59” 
和 “4” 对 应 ， 并 利用 前 面 求 得 的 总 刚 阵 元 素 和 对 称 性 ， 就 得 到 
下 面 的 直角 三 角 二 次 元 局 部 离散 格式 : 


4304” 


ШЕУЕУЕГІ UO T Pia O0 x РЕ лї, 


hi ) 
| | 一 48: 
| БЫН hi -4А1 Gir Ai) —dhi hio, 
-4 | 
| x hi | 
ү Еул. 02) = 4) 或 更 革 精度 的 数值 积分 ; ' 
(1, 25a) 
/ [S Is. u, (x) = F лд ХХ?» x 是 和 单 光志 中 点 ， 
| | —-hi ` 
Ë 4 | 
ama 一- - hi А: h - : P 
| Г 5,12-, J 2(h3 + hš) ñ (1. 255) 
| - hi | 
| NOE 
SA =h h, ВВЕ З А DW risa. 
[Sr u, (x) = kar X), x E — Жалына, 
| ) | 
| || 74 | 
БА аа 1 -4 12 -4 1 » (1. 26a) 
| | — d | 
| | 1 А 
Ра. (x) =0 或 更 高 RRR ERD 
i [Saou (x)= Ғ?,,6х), Шамды 办 中 成 ， 
| / -1 | 
| & „ А| _ _ 
[aa 3 1 4 1 ' (1.262) 
| — Í / 


| 
Fia) = hfa) 或 更 高 精度 的 数值 积分 ， 
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由 第 二 篇 第 四 章 的 【4.12) 式 和 C4. 140 式 也 容易 写 出 一 
般 矩 形 双 线性 元 局 部 离散 格式 ， 
| [Sroa t X) = Foi 59) V X QS, 


| -hit AR) LA AAT "TOT A 1 
| [Srjos = 4 hi- S hl SUPE hl) LEE LE 7 
| 
-ihih 1ң-2ы -ldrekn 
коа! х) = - o CSJ o0. 
(1,27) 
正方 形 双 线性 元 和 烙 式 是 : ' 
ESylg.u(xX2 = Fin i ND, VERa 
j -1/3 -1/3 71/3! 
5.15.5: - 1/3 8/3 -1/3 , (1.28) 
-1/3 -1/3 -1/3; 
ҒЫ -- 2 a 1 
Fini h (1 6 [53 )/ ох). 
总 形 双 二 次 元 局 部 离散 格 式 是 
[S ы 8 (x) = Ғана. tX), хл), 
| “Н Q E Q H^ 
| оқ DN 9 | 
g _ 1 ' 
[ S. 183, 45 4 В C H 4 :时 (1,294) 
| Q N D N Q | 
| Н Q F Q E 


| Кдз | CX) == (! 77 ЕТІНЕ 


Нәр, A-4hi-TÀl, B= —32hie]4h!, C —-56(h! каз), 
П = 1411-3211, E= —Thlca4hi, N = —8(hi chip, 
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Q-4hi-h?, Ы = — 50858); 


5,14) = Figs, (ә). x RUBBER IB, 

ARE +h? — 8h2 +882 4hi-hl | 
| -802-hi) 16h52—64h3 ваз + hi) | 
IU E M ^— 32h1- 1455 бал 511282 ~ 3282 14857 
| — 80А + AI) 1682 — 64h52  —B8(h2 hi) | 

ДАР ЕЙ? - ВАР ВА2 — 4hichl | 
LM - An - LS. G0; (1,295) 


i EYSETTUMCE = Рура (х), X JÈ RUE 2À [6] rH ga, 
[Sil]5s, ДЕ LS 15; , 时 转 丑 形式， (1,296) 


Ғұн, | (X) = Ffo: (X); 


| ,5, 128, х) - Fin: tY), ж TEB EI ҒАН, 


| | eh 2hj — Bh; -hicá 
[Sr 18:.= M | 788152841 1805 + АЕ) 一 8 二 252 , 
| (-hi-hi О 021-831 аа? 


Fi ( = Í hip . 1 
| Кїз) = AIT - Mos 1 )/сх). (1,294) 


对 于 正方 形 双 二 次 元 将 式 , 只 要 令 Rh ел, = h, BT M 1,290) ~ 
(1,294) 诸 式 中 得 到 ， 

i [Su] u (x) = Fyn: (x), x 是 单元 顶点 ， 

| 一 | 5 – 3 5 тіс 

| x 5 —I6 -18 -16 5 
[51 = 457 78. 718 112 -18 -3 
| ^ B8 -16 -18 -16 5 | (1,304) 


| —1 3 =g 5 -1 


| Pyra (2 = ; HE ~ 1 ЕЯ )f tx)s 
9 б 72 
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ES Сх) = Бп»), хн, 


os 0 5 
|-16 -48 -18. 
1 | 
LS 35, = - 3 -18 176 -18, 
45 b 
0-16 748 -16. (1,509) 
l 5 Ü Б; 


Fe, G0 = Ži- 1151 )/ оо) 


(ES бан) Ffo), EAA TII RR 

: ( 5 -16 -18 -18 5 : 

i Za 0 -48 176 -48 0 | е 
| ` -16 -18 -18 5 ` Y 


 F'yna (Xx) = -3 е - елудей 


Е5:Ј&:8,() ш/Ғ4раб(х), A 是 单元 中 心 后 ， 
| 


| 0 -3 0: 

| 1 

| USE G0 3 16 -3, 

| L 0 -3 0 (1,304) 


Fins) -ir -1{ 5.16), 


Ribo ЖИЕН, ЕЖ АЕО АЫ ЕЛА 
жй ЕЕ S ПИШЕТ, ААУ. 


22 ЭБЕЛЕК Att 


若 比 较 (1.14) AA (1.23) 52. (1,15) ЙІ (1,2405, 
可 知 5 点 落 分 棕 式 完全 同 于 直 前 三 角 线 性 元 格式 ， 即 

[Ss =Ё5иллак› 15,1. = 511 (1.31) 

ДЕН CL. 1625 ЗДІ (1,27) 55. (1,17) ЖІ Ct. 28)5%, 
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可 知 оа EN fp =: fE ES ХИРА PESO RT 
平均 ， 即 


КҮТЕ ICs. ,+ ESO» 
| (1.32) 
E51]; - (LS + LSelo,), 


引用 记号 [Si 和 [Si 分 别 表示 在 步 长 为 上 的 网 格 和 


秒 长 为 尹 /2 的 网 格 二 定义 在 某 节 点 处 的 真 角 三 角 线 作 元 格式 ， 记 
号 [sos ЯП fizjsg 分 别 表 示 作 用 于 基 节 点 处 的 4 和 /2 的 网 格 


上 上 的 5 点 差分 格式 ， 比 较 (1.18) K. (1.14) xA. (1,256) 和 

《1.258》 式 就 可 看 出 ， 特 殊 9 点 其 分 格式 也 可 看 作 三 角 二 次 元 

格式 和 三 和 角 线 性 元 格式 的 线性 组 合 ， 即 | 
DS usas 7 2€2[8V1521& 7 3.51.13), (1,33) 


" НИС ҚОЖ XU TECUM LR ERES £2 РЕН 2, 


орала (2093047 LE 806) 


КЕЛЬТ ТКТ САУУ (1,30 


| ` _ 4 | 
1 7.5135, = y [Sy 


HR BEZIK НЕЕ — Eel e M LO E bb an: 
合 ， 这 一 工作 留 给 读者 自己 去 完成 ， 

(1,81) ~(1.34) 式 说 明了 和 解 Poisson 方程 的 差分 方法 和 有 
限 元 方法 在 计算 客 式 方面 的 统一 性 。 同 样 地 ， 对 一 阶 导数 的 机 
拟 ， 这 两 类 方法 的 计算 格式 也 穿 在 线性 组 合 关 系 。 这 种 计算 格式 
的 统一 性 述说 明了 如 下 儿 个 间 题 . 

第 一 ， 局 部 离散 格式 用 于 实际 计算 是 方便 的 。 有 限 元 格式 和 
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ае УХ, Д. А АА БОО, АЕО НЬ Н Р Е РЕ 
Шш. ПЕЕ Q ЖДИ, —Д ЕНДЫ НАНЕ Е АУ: 对 
Ро ЕАУ E ORA а, GEHE TR ВРАТЕ Е 
TARAM XETUOR ERUSUNDEEHE EHE ADU) rA 
XE By p] ДЫ fe FE ЖІ ІНЕ BORA. ШЫҚ eu puas aan 
信息 ， 迭 代 求 解 过 程 也 很 简单 ， 央 此 ， 使 用 局 前 离散 格式 不 仅 可 
将 有 限 元 方法 和 差分 方法 让 - 般 实 际 计 算 中 统一 起 来 ， 而 且 对 诚 
少 计算 量 和 存 贮 量 都 是 天 存 好 处 的 ， 

”第 二 ， 多 种 低 精 度 局 部 离散 格式 的 组 合 应 用 可 求 得 较 高 精 诬 
的 局 部 离散 档 式 ， 

例如 , FATAR PERRETE, HRSA 
莹 分 格式 和 5 点 差分 格式 都 是 2 阶 精 度 的 局 部 离 肯 格式 ， 它 们 的 
ЕЛАНА (1,82) SUR. (1,34) 式 就 是 4 阶 精度 的 局 部 离 上 
格式 ， 

Хи, ЖЖ Poisson 方程 的 两 个 离散 方程 为 


TEMP y) = хур +A BOD +O, 


[Siaksy y) = EWR + che B(u)+ OC), 
jai 


其 中 [Srj。 ESI, 是 由 常数 因子 构成 的 2 阶 精度 的 局 部 离散 格 
Bo аСТ СРИ Қа, HRF, Bu) 为 依赖 于 
“而 不 依赖 ГАН Т» e, ëj B. Y. т, fim, 6 йй, Н. 
y>8>o, ЖШ ах(а,,, Cah МӘЛЕ 


elsa ES. = с 2 FM Ж ср 


ЖЫШ: Poisson ARN Н.А ЖО A” ИНЕМЕН 
E (0218829). 
复杂 的 高 精度 的 离散 微分 方程 是 由 简单 的 低 精 庶 离 散 方 程 组 
台 负 成 的 ， 这 一 事实 将 有 利于 校正 算 臣 、 分 豆 算 靶 和 并 行 算法 的 
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mi. 

шш, НЕЕ нда. СОА ТВОЕ 
%® ОН JE PE A РЕТ ОЗЕН ЖОҚ BD 
HHEH, ЗЕЙНЕТ БАЙ ЕНЕ ЖӘЕ Ы TUSCE, ЖЕ 
жа. натын жәнЕ. MERKRA SANSE, 
羌 分 格式 仍 是 行 之 有 效 的 ， 其 实际 计算 效果 与 有 限 元 方法 的 效果 
“是 在 某 种 程度 上 一 致 的 、 这 一 事实 还 表明 ， 差 分 解 和 有 限 元 解 在 
解 的 结构 方 夯 应 存在 着 菜 种 固有 联系 ， 目 前 研究 已 发 现 有 限 元 解 
和 差分 解 都 存在 着 共同 形态 的 浙 近 展开 式 呈 “这 从 一 个 方 
面 反映 了 这 一 内 在 联 杀 。 其 它 的 内 在 联系 ， 还 有 符 进 一 步 斌 究 。 
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TIE ЖИКЕ НОН 


E Hi ОАО ЖЕМ ЖЕ EMAA АЕ E, Ж 
® {АЛ ТЕЛШ НКЛ ДЕНЕ Л КЕЛИН АОК У А, ПОА, 
用 局 部 Fourier DIA IE W ТЭН СОТТАН ЖІК Br, М 
АБАДА ААН ГЕ, ЖҮЗЕ ТЕРИШИП КИ er S 
应 用 问题 。 


1 ЖЖ 
不 论 洒 用 差分 方 革 还 是 采用 有 有限 元 方法 ， 线 性 楷 加 型 方程 的 
况 获 形式 都 可 统一 写 为 形 如 
L, = f. (2,1) 
НОЕ РОЈ E Std! La (а уы ЕН, Lu L! + Lt + 
Li Li. LJAL 分 别 是 上 ;的 下 三 骨 、 ХИС ЕЕ, u, 
= (93, Ha, tn, uO R f= (fF, fy s Їл) 是 离散 方程 的 


数值 解 和 右 端 项 函数 在 所 有 节点 处 离散 秆 所 构成 的 向 量 ，N 是 离 
获 区 域 的 总 节点 数 。 


u, 的 上 uclid 模 、 最 大 横 和 1355 9g 
F” 1; 5. 
Бы ( 2580), pulo masis, 
іші- X lud. 
ЖЫН, HERF L, 的 Frobenius Bt, (BEP EU Ж 
N 1⁄ 2 N 
Шағ-( È а) > Ale max $ lasls 
N 
[Lil = max > [а,;]; 
іра 
Г.У) Euclid жауа; 
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Zaf = LLD, 
其 中 工 * 是 RL, ДУЗЕ ЕЕ, ОСМ ЛЕЕНЕ Б. Ж ER Li ВЈ 
谱 半径 不 超过 任 一 种 其 它 的 模 ， 并 且 当 工 ; 是 对 称 阵 时 ， 有 
JL l= 0€ L. 
世 能 将 线性 代数 方程 组 (2,1)》 改 写成 


шал Tu Ug, (2,2) 
HÉR., Н.Е А 5) 
ий Тий + gu (2,3) 


xum ГЪА КЕЕ, uk Алан нр 6 k RAIRE. Ж 
(2 DARA, RAIRA ERARE., ТАЕН r Sk, 
Jj C2. ЗАЯВОК AE CAL ZO ZARUÉR. 

定理 2.1 PTERA 2) BJXE КОЖЕ? SOR EE SUR RE g, 
及 任意 初始 向量 siray ROUTE SER E POT 1. 

МИЕ ДЕ ЖА ГААН МОНДЕН] КИ, КӨНЕ Ti 对 称 
HENDER 21» Аа) cH Ays TREEBUTRILIEGERUU AE РА 数 
ду Фу, Po ““, Фу, BA 

T e; = АФ» j=l; 2, == М; 
MEEDA CH 


л 
uU, — ы 2) a9; A 


由 此 ， 并 利用 
чь u= T (u — = Тін н), 
就 得 到 
iv 
-uÑ = 2; May p 
МН e, 的 正 交 性 得 到 


ls, ~ HoT lu — нч]. 
HEARE ATOAN ETERA ЬЬ В, i 87 
TARR А PERDRE 1/e 倍 ， 即 要 求 
рТ) ва нет tiu, — uli, 
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将 上 式 两 边 取 对 数 ， xb ЛИТ XA IN z S BJ (h И Ес 
-1/InP(T). РОГ) = - InecCro ЭТИЛЕН, 1 
就 速 度 的 意义 是 明显 的 ， 即 GI/RCTO 表示 了 使 初始 误差 压缩 为 
原来 误差 1/e 倍 所 需 的 最 小 迭代 步 数 。 

E T | ЕЕЕ» ЯМАН 

les- uils T'illu, uy 
此 时 的 政和 但 速度 应 定 兴 为 . 
RC = Ла] ht = - In Т}, 

R, (TORA A REREH K SE PRE, 

ШТА T, EPS 

limR (CT) = - ает), 


Bi. АДН АСТ) = —Inp(T ЛАҚ ЫТ, E 
ACER ZO ЖО ЕЕЕ. 


$2 局 部 Fourisr 分 析 法 


本 节 介 绍 一 种 局 部 Fourisr 分 析 方 法 ， 用 这 种 方法 可 以 很 方 
便 地 分 析 商 和 散 格 式 的 竺 征 值 问题 ， 也 可 以 很 方便 地 分 析 某 种 移 代 
方 该 的 收 各 速度 问题 ， 有 兴趣 拘 读 震 还 可 参阅 文献 [12]。 

先 讨 论 Ls 的 特征 值 问 题 ， 

设 对 定 解 区 域 [0，1] x [0，1J 作 第 形 分 划 ， 网 将 参数 为 
Th. ПАТЕ GG. MEA TRARRE u 可 扩展 定 
内 为 一 个 确定 在 0, 上 的 函数 u (x,, x,), {йш E T G ВЕ РА 
数 。 若 微分 方程 的 解 可 以 周期 延 指 到 整个 实 { 复 ) 平 面 上 (例如 逢 
形 定 解 区 域 及 第 一 边 什 条件 或 其 它 局 期 边界 条 件 的 情形 等 ) , HU 
4(х,, х.) 也 可 以 周期 地 延 折 到 无 恨 网 将 Ci 上， BH n] FZ FK 
Fourier 5 
ДӘЛЕЛ БЕРСИЕВ 1,1) уух), 

(2,4) 
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аин, ә(і,, 1,3 Fourier 系数 ， 且 规定 (fi А) Gu, x02 
Cf Xs /,x,), 
设 9 点 离散 格式 
Saar бр, а Îmi 
L= [S1 715-1. а 59,0 94,09 (2,5) 
.84),-і Fe, +1 8%,-1 
ERARE MAREE G, 上 的 高 散人 微分 方程 可 统一 号 АР 
Ly Xis 9.) = [Siu Cx... ж.) 
= 2 sua Cs, Xa) t (ki; Ky, h,)5 


= ft Xi Мх, X.)€G, 

的 形式 ， 式 中 [SL) 和 了 应 次 不 则 离散 化 方式 而 蜡 { 参 见 第 一 童 }》， 
k-(k,, kj, БАЛАН ЖІПТІ МКК, К, ЖЕ. BI 
此 ， 可 利用 Fourier 分 析 方 法 研究 具有 周期 延 拓 性 的 9 点 离散 
格式 的 特征 值 

为 此 ， 设 АСА, DORP, x)(x-(x,, к) G.) RE LA 
ЕЕЕ ЯНА НЕЕ Ж, ЖОРІП(2, ORE ФОА, x)ngFourier 
展 式 代入 | 

L (h, х) = ДВ, kKMp(h,x), Үхеб»,, 


就 有 
DEM 57 vl, expEirdh, 1) (0, x) 
£C, k,0094, 5,9] 
SAh, X vd, loexplixQh, dl), xi] 
EEA ZE t 23 pk: 
Lum. PCL дехррёлт(ї,, Fx, ®у)] 


* 24 s exp[iz(1,, 1,)Xh k,, A,k,y] 
的 形式 ， 并 在 等 式 两 边 约 去 公 因 子 ， 就 有 
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ACA, k)- эзер, I. (A,k,, й„К,)1. 


254-0-(0,, B,)—(,h,, I,h,)m, |8| = max {|@,|, 10:1}, 
Шіл, НЕЛЕЕ А 22529 
AC, К) = 2;s,expGok), PIESA (2,6) 


请 读者 注意 9 ИЗЕУ. ШЖ o х.) E rR BA A 
Ж», ЖЫН EL- оо, коо), Hi expDitinz -0)]— жехрсіб), 
ВЫ И - лесе<л, А4 60-018, 1.9, КЕНЕА dH. 
ARIE а(х), х.) В) Fourier EXER SlZE S ЕНУ 5p 7E m] 18 Q, 
上 上， 那么 人 2,6) 式 就 本 表示 在 有 限 维 网 格 通 数 空间 巾 求 局 部 离散 
格式 天 的 特征 值 Ei Ei 2, =+, Nih 1,611, 2,9%, 
М.» 10|8€ (0, z), Hle| = мах{[9,|, |6,|)- ОС); ШӨ 
(mh, ЛАУЫ, lA К)| ИУ ХІ. 

利用 (2,6) 式 ， 很 容易 求 出 5 点 离散 格式 [Ss]s 的 特征 值 
А060, kK)-4—exp(iB, ) -expt —i8,) ~ eXp(igp,) —exp(- i0,) 

-4-2С050,-2С050,- asin йі + isin, 
AE ЗИ eS 
p([S,]s)= OCR), 

局 样 易 知 9 ABYA IK НЫР O+, 

AH RIMAT ВЕ ЖИЕНІН Зе ЗІНІ EB, 

BEHEER. ШТЕОЖ АЯҢ ТЫРАТЫН ҮНІ, 
“ 松弛 迭代 过 程 也 是 局 部 发 生 玻 变 的 。 也 就 是 说 ， 每 个 完整 的 松弛 
渤 代 步 实 际 上 是 由 若干 个 局 部 迭代 过 程 组 合 的 结果 。 事 实 上 ， 雪 
政变 中 让 节 凡 处 的 近似 值 ， 和 松弛 迹 代 过 程 只 站 及 到 该 节点 处 和 

与 该 节点 相 邻 的 那些 节点 处 的 近似值 ， 松 弛 近 代 过 程 中 所 用 到 的 
节点 指标 集 与 户 部 离 歼 格式 的 指标 集 斑 相向， 所 以 又 可 以 称 信 为 
:格式 点 党 显然， 在 松弛 迁 代 过 程 中 格式 点 集 矿 可 分 解 为 
VesFrF'Ur'Ur^; 
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Жез, РФЖИЕЖАКЫ hA a AREN ERU BUS. 点 Ж 


ё; 


г 


ре АЙНА DEP S Ж ЖЕ S Ë BU BB ES Rq А ЕДЫ 
рТ ЧН E AHROR HERI 6 АЕ. 
Бон ЖОНДУ, ЮЛ АДЫГ HA 

Г.Е КІРІ жГеҘі; 
rS, ТЕУ НІНЕ АЧ, DOCAS A(0, К) --Е, EATE ET 
Нр 758) Thulin ИН 29 

2(0, hy= At(0, BY+A' (0, Ау+ д (0, By, 

ЛА. АЖА Li. LML Ui. 

ЖҮЗЕ v, Rl v. d A AXSGIASUISTWeBUBRE. AE 
过 程 ELEERI ЖАНДЫ, 1991251 SOR 方法 的 
ЖЕЖ а) ERRER 
(ss. +o SED лу) ((1-09(6Ұ1-0Г5; YN) x€ ,, 
тах) = 0,65), X € GANG» 

(2.7). 
AH, бах С, УТ, БЕЛАН EE ё, Ba 那 
КТ. 
i 9(0, ORRA kE T: 的 特征 向 量 ，.4 (68, А, о) 
是 其 对 应 的 特征 值 ， 即 有 

TTPO, x)= А0, 8, 00%(0, х), (3.85 
那么 测 用 (2.6) — (2 ЕМЕ ЛАК ЕРЕЖЕДЕ 40, В, 
定理 2.2 En, Бу JB ЕСЕ ЕНІНІҢ Е (2. ВЭР; 

HI(2,7) ЕУ ЕЛАНА ҚЫ ЖЕН HDE (EE HE SL | 
49, СӘТТІ o. D 
值得 指出 的 是 ， 定 理 2.2 БІИЕНЕВ ЕНІ» D FRUI ES Bol 
Fa Bp RS ЕЕ ТОРЫ БЕЛЯН АЗА К ДК И, ERE 
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3E 2,2 НЕЕ, ИЕЛЕНЕ АРАН PK PL 3 Ju 
HERBE АТА ЖЕТИН ХЕ ЛЕЛ PARES D, IEE ETH 
ЖЕНЕ H ТА МОЕТОНБЕ ИШНИ, ТЕЗАТА ЖЫ 
л АУЕ SUD АННА ҚЫШЫНУ РЕ, ARER: ATAR 
Ж LBS RAAE, ЕҢ УТ ЖЕЖ» ЖӨН 
ЎТ РАКА ОИЕ DUE RE ЕЕЕ BL e FER 由 于 强制 这 
Ж ЖЕКЕШЕ ДИ ARAI ЖАНЫҢ FOOT (a (BL QC S 92 


48. АҢ, ЖІ Fourier DITA HET р РИН БЕ 3 PIE Eg ШО 
E pK er EL. 


$8  e-Jacobi 选修 法 


ЖАНА ЛИ Ше, НЕМІЗІЛ, ЕЗЕЖ 
Жі, MESRA. DHI wm-Jacobi ЖАМАНЫ 


чі? = ці + ( fi- PD vi). 
RE каннын жа BU A RU ЗЫН READ it 
ti o- Jacobi 迁 代 的 格式 点 集 和 分解 情 形 为 
V' = $, yV'-ii h V^-ijii E i BJSEUAR 

TÆ 9-Jacóbi 选 代 公 式 允 可 改写 为 | 

ups өш 0л 27 ааш), | (2,10) 
ERETRIA 9 《如 一 u= RERIG) 的 离散 方程 
ЖЖ, 


НЯН ЕРЕ), БЕСІ GR RIPRSRERGJEGA 
fg. SRA 9 л НУВ ИК АН, -Jacobi HRA A Er 
及 其 分 解 情形 为 
ү = ((k,, k,)|k,, Е,«0, +1},  V?-,F"-i((, 0), 
ar s= ((K,, ka)| Es K, = 0, + 1, kk AHNA 
ЕНЕ | 


* 918 ° 


因此 ， 利 用 离散 格式 和 符号 格式 很 容易 写 出 节点 按 坐 标 编 号 情况 
下 的 e-Jacobi ARAA: 


_ А 
и! = (1 – 0), + - sus Nf раа So (ШЕ, 


Å 
— 51, UP ei, ізі 7 5-1, ӘН? a, 1 — 8r, SUP uuo pom #-1,-1Н4[-1,4-к 
— Sp, са, 1-1 — $3, саа, ;- 1). (2,11) 


ALAHA, ӘТЕНБЕНРЕРЕЕІО DOS CERO 2T ON 
ХПОЯОВЗАН, ЫНЫ, -RRENA OU. LFN 
uut! 

TH ББ Fourier 分 析 方 装 ， 可 分 析 e-Jacobi Қонақ 
性 。 例 如 对 5 点 离散 格式 [Sy]s， 返 用 定理 2,2 中 结论 有 


ЕСЕГЕ 


-= Í A" = 一 4, M = 1. 
-1 4 J uz - exp(p,) > exp(í0,) | 
-1 -exp(- i81) - exp( - ib, » 
EX ALË, h, ú) = Lua- 792 +026039, + 2608052. 


ағ. 


=] - G - cose, ~ COS) 


Tom 
4 .-.D 。 „Й y; 
1 zi in > + x P 


НЕА D,-0,- mh, WA 


рле: ‚в TA | жор. EAS. 
1- 20510 EN i a 
PCT = 21-04), 0<ө<<1, 


l1.  es0Ho-1, 
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对 于 9 点 差分 格式 [St 情形 ， 应 用 定理 2,2 中 的 结论 有 


А = 20, At = O, 
À = —expiíic-0,*0,5]-exp[3(-0i1—-0;,)] 
—exp[(0, -8,5»]-expiti(O, — 0.) 1 
“АГехр(-140)) +exp(i0,) +exp( —i0,) +ехр(ї0,)], 


A(8, h, 0) = (1— à) + 2. (co50, C050; + 26050, %2с050,); 
ЭН 8,291 = xh, cosg, 7:1— 01/2 [AGE 8 


| 3 

` 1—-——@л?А?* = 1 — O (hz: y Оо 1 
p (T) =: 5 5 < = 7 
і>і, Өз0 或 -есі1, 


XPPGEDDEGUGRWEGRLSQH Ж, ШИЖ 


"LAE pons 1-009, xoxo 
=>1, 5 x.ÜOBEOT 1. 

总 之 ， 上 述 离散 招式 的 o-Jacobi ҚАЛЫ ЕН BJ, 
ДОНЕ ВУ Apr, waz, Н ®-Јасоы 方法 解 . 上 
述 离散 方程 总 共 需 要 的 选 代步 数 与 拓 "-NA*HB Ж, M o= 
1, @-Jacobi КЕ ы. .. 
为 了 便于 分 析 ， 也 常用 到 o- Jacobi УАН ЖЕЛЕК 
ujt = ub +14) IDE Lug) 

=(1-0Ф(!4) Lu FOLES f. (2,12) 
Hk EBE I-LI! 1, 


$4 GSR 


Gauss-Seidel ЖЕСЕ О5ЖЖ GRO MEE T Jacobi 505, 
事实 上 ， 从 公式 (2,10) 和 (2,12) 可 知 ， 在 Jacobi ik PERS a 
. 320 • 


一 步 计算 让， 只 是 利用 uf poak Ru ИЕ, 在 计算 
ultt Bd ARE ubt GOLD Bb xtA EI - m 
ult, e, НЕЗА, MARS ERI ERA EUH] ELO 
ІНІ ug ЗУ ЕТНОЛОГ Eu, "= 8,2... 05 GR 
ХЕ uitt(j= 1, 2, ww 1-1) 作 了 合理 利用 ， 

车 网 格 节 点 采用 整体 累加 规则 编号 ， 固 定 ;, 则 解 离散 方 ЖЫ 
(2. DE GS 方法 计算 公式 为 

TET (Д Ж aj ujit 3 ач] ). 


Jy" 1*4 


ЖЕН НИЕ NAMI GS ЛЫН ЕШ, MEA т] 进一步 fü 
(v, ER GS FARRAR ЕУ | 


Vts {317 E i RIBA PD,  Vt'-(0, 
V ={]|}) Se i AH ісін 


于 是 G5 ЖАК К ЈЕ) 
ТЫ - 2 (^. ~ 25+ aguj” -E apu} ), (2,13) 


此 式 可 用 于 非 规则 网 格 分 划 情 形 下 离散 方程 的 求解 。 
对 直角 三 角形 分 刘 和 上 矩形 分 划 ， 网 格 节 点 可 按 坐 标 形式 编 
号 ， 在 应 用 9 点 格式 时 GS 方法 的 符号 格式 和 和 格式 点 集 分 解 情 形 


为 


V^-((k, К,)]К, +k,>08k,>0}, 


于 是 利用 离散 格式 和 符号 格式 就 很 容易 写 出 节点 接 坐 标 编 号 情况 
下 的 G5 方法 计算 公式 


_ nm 2 И%- (0, 0)}, 
= + 8 -, ү*={(К,, Kajik, +К,<0НК,<0}, 
+ + + 


5%... 1 
НІ; T $5. "Gu s- 1, QUII ‚17 #-1 ыза; - 32, - AUT T. 


“81, -1Uf ii, І-і 7 5-і, IS ізі So, THE F +1 
— 31,181, ja — S1, oU, a3, 1). (2.14) 
用 此 陈 计算 ， 每 个 完整 的 GS tC ЕЖЕ 9N ENEN 
9N RMOD ФАШ; 实 算 时 只 需 AFER ТЕН, 
APR Ub Fourier 分 析 方 法 ， 可 分 析 GS AER Ux Sx ВЕ. 
例如 对 5 点 离散 格式 情形 ， 运 用 定理 2.2 中 的 结论 ， 有 


42-4, А--Гехр(-і0,) rc exp( — 10,5], 
А = —-[екр(#@,у)у+®хр(0,)],. A(8,h,1) = -А/О + At), 


AQ, 5,1) = (6080, + C080,)* + (зіпд, + sin8,)* _ 
1.4(9,8,121 (4-<с058, — 6050,)* + (sin8, + sinB ,) ° ' 


JH 0: = 0, = тА 91 cosg = (1 - 01)/2 RAES, EE 
p(T,)= шах(|,4(0, ñ, 1)[=1- x?h* — 1 - Oct), 
用 同样 的 办 车 可 算得 3 点 差分 格式 和 双 线 性 有 限 元 格式 的 
GSiAT BERBPRE EAEL -О‹(#*%), GS 方法 的 收 伍 速度 也 都 与 
A* Ebr. 
GS 方法 的 拭 阵 表示 式 为 
(Lit Luit + н} = f 
或 
ub = (LILI) Cfa- рунду 
= -Lit Lint + (LI + Ly” F, 
=fl—(Ll+4) Ljut +(L1+ LD fa (2.15) 
i GS ABRIR — (LI+ L$ )U LI SE I-(LI+ L4 Li 


55 SOR 方法 


SOR Jrik(Successive Over Relaxation Method) 是 在 
“2522. 


GS 方法 共 础 上 的 -一 种 加 速 方法 。 该 方法 首先 简 用 GS ЕХ 
пан, 


\ Ды, h 
gti (f, 21 аи ** ~ ав) 
11 - 


hü 
2, 
Заре 


再 由 up Б sp ' ЕШ SP IS: 


и *1 = (1 Out p oil cuf + ӨСІН — ut) 
就 得 到 SOR 方法 的 计算 公式 


д i TE È á 
uj" ubt (5.- au ари) 
T іші іт! 


ғ» f - 1 N 
-G-o)ute-P-(5- 5 amt- M agn) 
MT di fitt 


Яро,  Жө-іт, бота а озы. 
SOR ЭЖЕЙ ЕНЕ GS 方法 的 情形 ， 由 此 可 写 
出 用 于 一 般 非 规划 网 格 分 刘 离散 方程 的 SOR 方 证 计算 公式 ， 


a 
Те ЭНЕ" r. SOMA - PRI )..19) , 


АРАБ зу ҢІ RPE НЕ RBS 9 aE Ж SOR 
方法 计算 公式 


@ 
А+ — _ 5 ENS 
uj; l = (1 QUIT Gf s-a, M23, р S-a, auiii, реа 
Ё 


= & + 1 u k*1 
$5, -1H1, 1-1 $1, а Яр, £-3 7 8.1, 181.5, fei SEIMLHATT 


(2,17) 


La А 
$i, 1941541, ]J*1 ” Si, IP 2. 


FERH SAARA SOR FA R. (2,179 
XR EGSGBIOATUSE T. MMTS Б EE m, Ау kp 
征 值 闻 题 

Tu= Ам! 
МЕЖЕ. 
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(x) 
(170) 十 < - (si, «Баз, j 8o, tUa, gan) 
0,0 


с 
= aj Vase, 41-і, j T $5, -1"i, TED. |. 
чо, 6 
D з= КЧР фр, ЖЕНА КЕННЕТ АЧ КЛ, 得 到 
(9 
(1 -9)9, t Av (з, oPera, + 5,1%, saa) 


LT 


-a Puma „Сеа, aU 1-1, 4 + Ей, -аФ;, TD | (2,1829 


整理 得 


+ @— 1 1 
Аа Фи = ——— 69-1, Ф р-р, p o, - ау, 1-4 
шм 0, ü 


+51, аф i. i, 1 T 39, 104, erja 


因为 vua DEAS, KE €. ШЕ, БУЕҢ 
В = a 2 (2,19) 


18 20 5 点 离散 格式 的 Jacobi Jj GR OBERE ЕНІН, 

FZ, ЖЕЛЕ ЕТ Jacobi RARA RE ІН, H (2, 
IDARI WU A,4429 5 AAR SOR 方 靶 的 特征 值 ， 事 x 
+, 24 А.2=0 时 ， 有 不 代为 零 的 站 1j 48(2,1995 5517, 59, = 
AS 1 站 Av,1， 经 过 简单 计算 就 得 到 (2.18) 式 ， 即 入 为 5 KE {К 
格式 SOR ЗАК ЕНУЕНІНЕ:; Ж 入 = 0, АА(2,19) 式 的 变形 式 
得 中 = 1， 此 时 也 容易 证 得 0 确 为 5 点 离散 格式 SOR 方法 的 一 
TREH. 

RE REKE, (IDATA ду ERAS sü, 
从 而 可 知 污 0 二 0 过 2 H Jacobi ыы, SOR F., 


ОЛАСЕ SOR НЕ EAT MEF Ro E 


a ЧОД • 


(2,19) ҮН АЗК БАА. WC2.19y 3,7] 
AS Pa EE (ol D. 
W (0—1)—0'M*/AWI, (2,19 3X EL E IR, 2LERIC(O- 15, 
Epi ӘЗІЛІ; tlo- 1) сехии], (02.19 涉 有 相 异 二 实 
Н. ЖАХАН 
ахду = 26 оът <1, 
imap- llm = 
- 2[max|2Z*] – сәји) 
НҢ тах | | o RRA TAR. а БЖ BS #h 85 JE, іш 
o-1-2o'u*/AWp, ROI 
@=2/( + v1-u*) 
BT, шах |де КЭЛ, ДВ 
1-41-82. 


max). | = 60-1 = -> 


TVET (2.20) 


i, uE Jacobi ЖЕШИНЕ ЕН, Еш тах|д 是 

ЕН, КИЛЕШЕ [N u ДИ 29 
- ЛНА | 
(бәрі j + re ° (2.21) 

HT ET Üo- ls АЖЕ ЛИР X. 

2,1 7 пах jid tE e ЕЕ ЖЕНЕ. 

МЕНЯ, А о<о, Ы, B fAedu ЛЕ ӘӘ TR A, ЯН шах 
IA, AISETCTUXS Too Bi, ота НА 1, 


a 225 * 


max Іш 


тинеп-. ойны шынына rr r —SÓ Numa. 


ә і d) pt z ' e 
12.1 
МНЕ. БИН ЖЫ» {ИНЧЕ ERATA E o, X 


一 点 较为 保险 ， 
现在 估计 模型 网 题 SOR 方法 的 收 伍 速度 。 由 林 节 结 论 ， 模 


型 问题 Jacobi 选 代 最 大 特征 值 是 
Аз 


max 2:7] — 
H 1 ? 


3 


将 其 代 人 (2.20) 式 ， 得 到 


ЖАРҒАҒЫ 
1-4 1-(1-%) 
тах |А рт ya r У1-24й-1-0(8), 


l zi 17 (1 77% ) 
从 而 SOR КӨЖЕ. 
RCT KO) = — ln |А 12270, 

BI, ЖЕСЕ РІН, SOR 方法 的 计算 最 与 Jacobi 
方法 和 GS 方法 的 计算 量 相当 ， 实 算 时 它 只 需 一 组 看 贮 单元 即 可 
工作 ， 若 选择 好 最 佳 松 强 因 子 ，SOR FERA GERS А 1А, 
比 Jacobi 方法 和 GS 方法 的 收 伍 速度 改进 了 请 的 一 个 阶 次 。 因 
ib SOR FERS DERART ENEE E, | 

值得 指出 的 是 ， 上 述 推导 只 是 针对 5 点 离散 格式 进行 的 ， 如 
何 对 各 种 离散 格式 建立 一 般 的 检 弛 理论 至 今 未 能 见 到 有 关 的 文 


ж. 
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在 实际 应 用 中 ， Oo IE EE НУ АУ, 这 里 介绍 一 种 a TE 
倘 计 方法 。 先 用 GS БЕЙ ҰС, WENA TEQSE TE ПУ Ж 
法 ， 可 近似 算出 GS 方法 的 最 大 转 福 什 A 

М 27 Iti 之 ініні 

НАЕ 5 НИЕ ЖІП G5 方法 特征 值 A, ЖІ Jacobi 25 FOE (E 
ЕА А Fe, НИ (2,2105. ВАНИ: 
| KA. 1... 
vtr] +41 А, ° 

人 为 本 池 结 融和 为 了 以 后 合用 方便 ， 这 里 给 出 解 离散 方程 
(2.10 SOR ИЈАН RIRIA 
Hi (БОЛА) OLU -mL -0L 18% +L + ө) f. 
KERELI +С!» iE dur SOR БЫН Ж 

Сл ор) 101-9) Lg -oLi] RI -alLi t LY! L,.: 


. 86 жайты 


e 


Жа Jacobi 方法 


人 角形 网 格 分 划 ， — 
ДАЙТ UNS, jy f. j=l, =, np Де пхп Un, 
Ша» te, 7627, ү}, pas э ә ПІН ES BER ЗА, (2,5) 
EGG POSER IH MU HN i 或 技 列 指标 -了 7) ^5 
AB BE BS Ы oU 

AU... СИР, =, 0 ізі, =, n, (2,224) 
ДО) Facobf јазар E. Jacobi )Z 3 RE. | 
AUi, + ВШ +С у= Fs ізі, en. (2,225) 
其 计算 过 程 是 这 样 的 ， 求解 一 EX fü; mi, HEINAR 
(ізі, n Nx f7iB, FER Ljacobi 的 一 个 完整 选 代 
b, 实 算 中 需 用 2 EFECAN, 


' 921^ 


将 (2,.228) 式 中 的 已 知 量 合并 为 方程 组 右 端 硕 ， 各 需 NRE 
( 除 ) 运 算 和 加 ( 减 ) 运 算 : MERRET 3 对 前 方程 组 ， 约 项 57y 
хасил ом ЈЕ Ж dk Ljacobi 一 个 完整 迭代 步 共 需 要 
LIN 次 先 ( 除 } 和 11N Е, 
LJacobi 适 代 公式 (2.228) 可 表示 为 
[SU E! (CO  LSLIU 1x) FOX), (2,23) 
х<16х;» y= t, п}, i=l, 5, n, 
AB, [5,1=[5{1+ 51]+[5{1, 
Ü So, 0 5-1,1 Ü 54,4 
гб = 05, ESIj=| 0 sesa 9, КЕН Кп Ü 5, а 
Ü So -1 0 | 
(2.23) 式 的 分 量 形式 是 


"E 
$5, „нї! + + $5, uiti + Su, ҚТАР 


$-1, -210 у -i 


= ji, 8-1, Uf 3, 5.17 8-1, TIMERE QUIS, j-1 
— 1, Над, ja 81, арр, ў — $1, - 1H] o1, ізі» і- 1,*",f, 
(2, 24) 
利用 公式 (2,23)、(2,24) 和 定理 2.2, Қ МЛ LJacobi 方法 
Hg eS TERRE. 2505, id LJacobi AREER REERINK 径 5 
BRI nz a 
对 于 5 后 离 区 格式 情形 ， 有 


| 0 A=0 А=-ехро,у-ехр(—-10,), 
= — Ü =}, | 
0 A"-4-exp(fí0,)-exp( —i0,), 


| H= =A /A = cosB,/(2- cos0,), 
ЖН Ж S NS, ШІН 0, =8,. COSB, ==] -02/3. б, x zh [t A 
ES, 8 

Ima 91-318 = 1-0(В%), _ (2,25) 
所 以 ，5 总 商 散 格式 的 Llacobi ASUH У Jacobi itte i 
ER E. | 


„В +. 


HEEE TAR CRA LJacobi р, 例如 正 
方形 双 线 性 元 格式 情形 ， 有 忆 | az =1-лЛ%, 

6,2 逐 线 SOR 方 法 

解 (2.226) 陈 的 逐 线 SOR 方差 5 记 为 上 SOR) db X ЕЛІН 
[SEIU $^ (X) = (1-ӘУГЕНЕ $C) нос, Сх) - [SEU 1 ! (Ox) 
- [STU (5), х6іс%» У) 11,00,29), 121,8, 


(2,26): 
其 中 
5-а,а Ü 0 ота 0 0 
[Stz]=|s- 0 05» [5 ч 0 s, 
$-1,.1 Ü 0 o Sa, -4 D 
0 0 s,, | 
[511=| 0 0 зу,» | 
0 0 gol 
分 最 形式 为 


Wi 二 
Si atf jer + So, oN} + oo, rR} = fi, у 
— $-1, ‚ШҮ, Pei 773-1, TIME Jj 7 5-і. -auti І-і (2,27) 
“31, 144,1, [+ї 7 $14, 004,1, і 51, -48%,4, }#-ї 
j=l, 2, w, П, | 
ШІН БАЈАТ ВЕ, з Ду LSOR 挝 代步 需要 解 # 
个 3 对 角 方 程 组 ! 对 于 9ДЕН, BIEN ВТС, A 
整 和 的 LSOR 选 代步 需要 ТІМ REGAM LN 次 加 ( 减 ) 运算; 
LSOR 方法 在 实 算 中 只 要 一 套 存 贮 单元 ， 
H EUR SOR FERRA REA ТЖ: 302,26) 式 的 系 
狐 上 矩阵 对 称 正定 且 工 Jacobi JERS И] LSOR 方法 也 收效 
LSOR RRI А. ЖАНУ Фын ДП LJacobi2; HH; Bg 


79329. 


TEE ME H, EAE fe [E nu Ee IX 


| _ À, + @ — 1 

| P= AC 

ao 2. (2,28) 
一 — 

x 1 + и 1—4, 

тах јд... і = Фон і , 


利用 (2.28)? 式 和 LJacobi 方法 的 特征 值 上 ,不 难 求 由 LSOR 
HERA, XPT 5 点 离散 格式 ， 由 (2.25) 式 和 (2。 28) 式 有 


1-,1-( Со y (E cos 
lv lis | 2— COSTA 
тах [Aes t = І5У1-ыы 0. . f coszh N: 
TWIN. 
- (= 2-coszh 
£z] -.2./ 2 zh, 
_ 2 
Оор = d*V1-BR. 2- 2. 2 xh, 


8k 5 点 离散 格式 的 LSOR Jitk ЕН A SOR 3 i B 
Jt OUR Е, 


57 RB 松弛 法 


I АН ЖЕК ДЕЕ Б ЖШШЕ S n X). ini 2.2 所 示 ， 还 可 
ЖЕЛЕ 4,1, Жш € o P» 
КАЙП “Өө” ДОН 
ж,» Ж “Жад”, Щй 
区 最 分 划 简 记 为 RB 分 划 ， 
НА Er 033 Е 
规则 。 

RB 松弛 法 由 2 个 部 


Эр, И CURATO GE “қ” YERI ЕЗІ 
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BU “Ж” ШИЕЛИ; ШҮУ, НӘ ЧАСУ O 
ЕМЕН ЖАНЫ, ШЖШ «пн» 作 完 为 止 。2 个 ЖАЙ» 
完成 后 部 完 成 对 所 在 网 格 节点 施行 了 一 个 完整 m RB H 5b 3x fS 
c. АВЕ, “AA” 集合 和 “ 黑 点 ”集合 可 分 别 表示 
A 

LE; {ХС 0,|х= КА, k, ok, = 偶数}， 

ч. іхео,іх- КА, К, +k,= В}: 
TA9575 ИЕН o-Jacobi ҚҚП 653. 

ип, xpPoisson [n] ig: Fio КӨ АНЕЛ ТАР, 3, ШЕ, RB- 

Сб Ж1КИ ERAS 
step 1 
1 


35, ü 


(fo — 5-1, ..u 21, р-а 54, -.8j17 1-, 
- 51, -14Н4]+1, 1-а -5.1, TM Р о, Ші, EE 
— 3-1, THEM ізі 7391, THEN 11731, TIAM 2» 
іу AR, 
u*it-ut, H i+ j= ҮШІН; 
Step 2 

Ж step інім “217 «m» 点 对 调 ， 仍 按 step 110501 
жана.» 

对 5 点 离散 格式 情形 ， 读 者 不 难看 出 , 一 个 完整 的 RB- 
Jacobi BRHF 220 XE; Jacobi 大 代 ， 两 者 的 计算 工作 量 
1924, RB-Jacobi аҚ ККЕ д Jacobi НЕН 
的 平方 一 个 完整 的 RB-GS 选 代步 相当 于 工 步 Jacobi yE 4 mi 
一 步 GS 达 代 的 效果 。 

RB МНЕ, ҖАЕ БОЖЕ }АЕ РЕ ІЗ 
іі, {НӘШ АНЕ I, ИЕ RB 松弛 法 是 实用 可 取 的 ， 
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TEE TET 600-2 


БОЕ БІН, Hestenes 和 Stiefel' нт ЕНЕ 
TRADAT. HH TF "3E ШОШ”, 1125 CG 23 d. 
CG EE-D DOS RY АЛЕН, EAA IRRE 
Rar T DEA me. НБХНЕФЕЖЕ ЕЕ Ж, СОНЫ 
RIHAR Т {н УИТНИ КЕШ. 但 是 ， 由 于 种 种 原因 ， 
这 种 方 宕 曾 消 商 匿 迹 了 许多 年 站。 从 60 年 代 中 期 以 来 ， 对 CG 
方法 的 兴趣 有 一 踊 较 大 的 回 乔 。 现 在 ， 人 们 越 来 越 次 刻 地 认识 了 
CG 方法 的 本 质 关 扩大 了 它 的 点 用。 


8.1 ЖЕТЕН 
ЕКЕ ЕТЕУ ERAI Гн = fa Ж үп, ЯП f, EMEN Bx] 
НЕ, L E. N x N 阶 对 称 正定 和 矩阵， 为 了 导出 并 认识 最 速 下 降 
Ж», ЕЕ ЕРЛІ, 
Я1--, ач = f, ВОЕН Ера 
J (ui) = $ att па) (fas ш) (f. ERY) 
的 极 小 解 。 事 实 上 ， 若 令 Гау R, ARBE), dig 
Vu, € RY, дер, Mj (иа) = GL e iv Y] EET S Bt A 的 
REXE. ЕЗІНЕ L, АНЕ. 
CL r,s оь) = (u,, LU, 
| (L, (tl, ка), 0) = (L š, v) + (Liu, 93), 
БІЗІ Тао 
QCA) = J(u,)= TR = Av, 
= J (R) АІ, -У, 94) жел vj. (2.29) 
ЖЕН Бал, Ju HOSHEOMEGA IS E 2 EE, 
PA | = 0, FL 8 = f. 
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| PAY Il 220, BK Lito 0208 L EE. 
M ifi vé RH T 28— F PEN. 
SIL, FOU VEED EA J (u yE u, ЯКИ Se В ВУ 
ДЕ {рм Дун, "VIEN TRU БЕ ЦЕ КЕНЕ ЛУ ЖЕРНИ Ее jn] RE — €i. 
事实 上 ， 
gradJ(u,) =J (up) = ЕС ЛІ ч) - (fas 1! 


= EG, Гу Т. м,31-- Cf, Ру) 


= {Lius™~ fs I, Liti fs 
若 ukku u, 的 近似 值 ， 则 有 
—ргайуби у= f,— L ui = ri 
其 中 ев” Eiai, ағла. 
ACTU Е 3, ВРАГУ ЕН РЕВЕ. ЖЕ 
ut 是 Laua = f BRETA Др КРАНЫН = 
近似 值 : ФЕ grad wk) 2) b айн, Pelt =u + grad 
лия» ЕЕЕ ALIS ЛА ORBE А. P RB (2.29 08 
цка =н ДІР, R=0, 1, =, ШЕВ, 7 
| Іші 
A = (rk, ri)/CL ri, rh), 
Ч Д. ASSL S10 Bf, БНСКЕ МОЯ RISE R (7. Ж 
ШІ, PRESSE КОН ЕЕ АРА» шыныны 不 相同 的 
“HABER” | 


5,2 ЖИЕ 


设 向 量 pl 和 pl € А", Ж(рі, Lipi = 0, ік), WU ER pl 
和 pi 是 А-Җ Ез] A-IEXERU. Ш, N А-ЕЯЙУЫШ (pi, 
120, 1, +, N- 1} 可 作 浆 维 空 间 的 基底 ， 

CG UH PXRXARTSDOE ITUR «ЕРКІНЕ Ын, H 
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ui dy Ары 再 选择 入 使 UTARDI ТИМЕ; php 
要 是 А-Т), ШП(рі, Lopioo0. ХИМИИ ЕЛІН AR 


CG 方法 的 计算 公式 ， 


U cu A pu R = 0, 1, ==", ui EE, 


рі ғ ғары , k=l, 25", рыс ғу, 
`Q = — (РА, ТЕНГЕ Lipi» 


ма fe— Ган, R=0, 1, te. 
HLEH ЕН а, ААР. 
G = (fi к/т !, ri t) 
A= Ert rD/RGit, ТЮЙ), 
riri tA- Lb, 
所 以 较为 方便 实用 的 CG 法 计算 公式 为 
任意 ， 


pp k=l, 2, 44; pictis 


hii rij/(rko:1, ra 3s), = 1,2, 
= (гї, rk) /( ph, La rk), k= 9,1," 
КЕРН | "n 


В-:1,2,%";, 
LA = (pt, rp}, Lint), k= 0, 1, "з 


(2. 30)- 


ІҢ (2,309: 4741, АССР Е АРЕКЕ + ikuy. ni 
ЕСЕ НАИ ВРА НИЕ, — É pi hjd- 正 交 
АНЕ, BERMEEN R ЕН. ЖЕНӘЛЕШКЕ 
zx, CG БНР Сіңір), "ЮЛ (КОЖ 
ожа» 计算 ТАРЫН NEERA ЛҮ ОЖ) Ж: A 
ЖЕН (2, ЗАНГ CG 69 Иа 2AN CE (ER) 和 


24AN GO GRO RR. 
asuy изнова ед 


, r)-0, Cot, Тара) беу” 


(i $ Lap? j= 0, Аў, і5-) + 1, 


Hj Bl, 站 是 相互 正 奖 的， 而 pj 是 相互 AER, 
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ЖН ЕНІ, Eie ЕЛДА ЛЕНИН ERRE ч, Pr 
к CG iki Nb Elia t s, 
EE EH P; п... pb EAH A- E ZZ, 所 以 


N-i 
пъти 226405» (u, – Ча; Ірі) =с;(рі, Lapi), 


cC i= (ы-і, Lipi) Cpi, Ірі)», J=0, 1, w, N- 1. 
HMB TE c, = А, R= 0, 1, ==, N -1, RREA H ut 
的 递 推定 又 ， 就 有 


N-1 N-i 
и =} + 22 A pi = tk + 2 бр; =н, 


8.3 《上 G 法 的 几何 意义 


因为 Jut = КЕ F Bak, Seth a IE 是 Ls= f, 的 
解 ， 甘 表面 的 负 梯 度 方 向 《人 负 法 向 》 与 残 差 向 量 ri RAHA 的 
JE EERS P b uu X XB, Mk uid. 30 Hf. 
ЭИ ЕЙ эл, BERE ЛИРА ШЕ ИЕГІ, ІЙ (2,30) 
XXE Ao. FE ui tlr 处 泛 图 了 达到 报 小 。 这 就 是 数值 方法 中 
三 泛 应 用 的 梯度 法 的 一 个 例子 

然而 ， 若 只 应 和 停 庆 方 向 修正 近似 解 ， 则 不 能 保证 站 更 内 求 出 
"RAE. 2905, CG БТН Г НЭН УАУ ЕАН (р РЕ 
ніні, TRIER, СО 法 中 的 方向 向 量 ЕНІН E r! 
=gradJ(ul)ËE р}, +, РГЕН ЕНІН BERE RUE E, 
HERRER- А КІЕЎ РАХ — ERM p 100 А-У, 

当 起 党 БН З иң =ош + Др, Ж AAIR {ЕЁ kl 
程 表明 由 是 在 由 pi, e B ЕКЕМ ЛЯ ЗІН ШУНЫ, Mu] 
沿 РАЛ И ЫЕ u$ =н + ДЛарИЫ, HT pi 和 pi 的 A 正 交 性， 
Ж А; HU ^e SEED] H Ui ЖЛЕ Pi +» ph ХА N -1% 
ЕНІН ШЕК» Hiri) 的 正 实 性 可 知 ， 计 算 过 程 理 
ЗЕЕ АРТТАН ЕЕЕ BUS ВИН КИЙ uu, 


. 335. 


8.4 СОВЕ 


CG 法 引起 人 们 重视 的 原因 不 仅 在 于 它 是 一 种 精确 和 解法 ， 它 
可 用 于 更 广 证 类 型 的 线性 方程 组 求解 ， 该 方法 中 的 一 些 梳 念 还 可 
RAA ФОМИН, MACRA ANENA. MES arh ДЫ 
型 问题 ) 。 作 为 述 代 法 ， 它 虽 要 用 三 套 存 内 单元 , 但 比 消 去 法 所 
用 的 存 凡 量 少 得 多 ; ЧТ ЕТЕТ Е, Р КА 
不 到 精度 要 求 、 它 介 许 将 呀 作为 初始 近似 值 重新 开始 适 代 ， 直 到 
ІШУІ, 

СО PLEBE АЛЕ а Айй ЗЕ АЯН AR UJ IBI. ОЛАҚ 
PEZ EE BU RS AVE ЕЗІНЕ 25, НТ ЕЕ ҮН 
Z, Ах ЦК, ра ЖЕЗ, AARI PR uf 
БЕЛЕ N IPTE TUDNDOKULZ ЖЕНУ, ПІ БЖ ЖАН ӨУЕЛІ ТІНДЕ 
BEL. 经 验 表 明 ， 用 CG 法 求 得 的 解 的 精度 比 消 去 法 要 稍微 差 一 
扎 ， 但 人 们 和 至今 未 能 给 出 最 后 近似 和解 的 误差 界限 。 因 此 ， 如 何 改 
Xt CG 法 ， 使 其 对 误差 积累 不 敏感 ， 改 进 CG 法 的 数 信和 解 精 HE 
是 八 们 共同 关心 的 问题 ， 


99 ” 选 代 方法 的 比较 


述 代 法 和 以 消去 法 为 基础 的 直接 法 比较 ， 适 代 革 的 共同 优点 
是 计算 程序 简单 且 存 内 量 必 。 例 如 ， 就 存 贮 量 而 言 ， 车 用 直接 法 
求解 大 型 稀 配 的 离散 微分 方程 ， 无 论 采 用 半 带 宽 存 贮 还 是 变 带 帘 
存 几 ,部 要 存 凡 大 量 的 零 元 素 , 存 幅 量 大 里 与 网 格 节 点 编号 密切 相 
>: ЖЕН РАЗНИ, ШАРРЕХЕНВИНЕИЧЕЖЛЖ, 
ЖЫНЫ ғыны, ТЕЕХЕНОКР. ЕНЕ 
ЗА Е-Е ЕЕЕ, ЖИ ЮЫН, ЖЕБЕНІ 
系数 隆信 息 就 可 使 用 适 代 法 求解 。 因 此 ， 评 判 和 比较 各 种 迭代 法 
的 标准 可 局 限于 其 自身 的 性 质 ， 主 要 依据 其 收 敏 速度 ， 每 个 多 代 
步 记 需 的 计算 最 和 存 由 县 这 三 个 指标 。 现 将 本 章 中 所 述 的 几 种 基 
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RENEA ERITA 2.18. ШТ АЧТЫ ЭЕ СЇЙ ЛП 
加 ( 减 ) 的 运算 次 数 大 体 相 当 ， 所 以 表 中 只 填写 了 乘 ( 际 ) 运算 次 
zO” HFA SO)” BER, KERA ERR 9 点 离散 格式 销 形 估 演 
BU 六 外 ， 表 中 有 关 鲈 束 的 数值 ， 古 模型 问题 ， 按 5 CREDE 
计算 的 。 


| dobukik ЕЕЕ ІІ | 模型 问题 


ARSE | 
= ШІ. 

x Q-Jacobi | 10 М(х} | опр? рә 
G5 | DN(X) | Ah? 
sor | i | 10N(x) | ала 
Ljacob! 2 | I1 N(x) | mh 
LSOR | са | 11 N( Xx) | 2, али i 
RB-Jacobi | 2 | 10 N(X) | mih? 
RB-GS 1 | өх) | satu 
са | 8 24 М(х) | 22h 


MS TIE BrBE hy Н ИНЕ TET, LSOR Jii M dk Sg 
ЮЕШ ЕЛЕН ә РВА АА ВЕРЕ: МАО 7187985, ЖӨӨ 
Erik, SOR 方法 、RB-SOR Ñ LSOR 方法 较 好 ， V tuh ¿t op 
的 计算 量 方面 看 ，SOR 和 RB-SOR 方法 较 好 ;从 所 需 存 贮 单元 
多 少 方面 看 ，SOR、RB-SOR 和 LSOR HEH. HT-RA 
有 正定 对 称 阵 的 离 鼓 方程 来 说 ，RB-SOR 和 SOR 方法 可 以 取得 
ЖТ ЕЕЕ, 

РЕ ӘУЕЛ AE SORS ЗЕЛ, ARERIOEI SN 
TRAER WTA ОСОН, о Ре Ара хи 
£29 L-O) К ЖЕН НАРВА DUE 1/e 倍 需 要 ONS gr] 


"237, 


Р, ТЭР ЛУС ОВ Е, Н ННЦ АЕА IT h->0 14, 3X 
КЕНЕЛЕ, ЭЖ Е а, РЧЫ, AARE ТАН; 
Je ERRA RS. DIL, наа A TRENA 
景 为 口 (六 ) 这 个 而 标准 ， 帮 是 被 有 意 浆 的 ， 也 是 人 们 关注 各 盼望 
HS. 


90 ЖЕНЕН Ç 


10,1 3ETG REIS BL ES FCIRE P pk Ht 


用 某 一 种 选 代 法 〈 选 代 和 矩阵 为 Ti) 数值 求解 离散 微分 方程 
《2.1)， 一 般 并 不 知道 第 天 次 选 代 的 近似 值 发 和 离散 微分 方程 
(2.1) PARE u, 的 误差 eh = uk u, 但 相 邻 两 次 迁 代 信之 误差 
HE git suj ТЕ ОК = fa- L hai ESP B, = 
们 满足 下 述 关系 : 

qit seitt emut uh  qgi''-T.gl, 
dk = — Legs бка = ТТ, А}, 
上 所以， 在 实际 选 代 过 程 中 ， 可 采用 
|941. = max |g} fse, 


或 |dila= max |d} |<ез, 


ПЕ RR S BU E Н Ы, Жн g АЕ ет dll) 2. 
E, гі e EY is Ea 5 BI Sk, £ Es 给 得 过 宽 ， £X dup 
精度 不 够 ， 给 得 过 严 ， 会 严重 浪费 计算 工作 重 ， 

ME 5 点 离散 格式 数 信 求解 Poisson ІНШІ ЭЛ, РНЕ 2 
МЕЛІ ЕНЕР НАНЫ» Ж. 

N f = hfaa, [LI-00*, ш-н ЕШ ЕР 2 БЫН 
“ЖЕЛМЕЛЕІ ЕФЛЕЛӘОДЕН ИЕ ГЕРИНЕАЛ ЕЛ llu -uti = 
ОС IER Ei HE., itiu ex Т. 

Bia EBD EX ЕКОЕ, dH 
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дк ЧА и ер ері = (Гу Гуе і = (ТГ, г) (и-и, у 

= (Гь DUE Sa- dpt) аре (Т) Е 941, 
НЕНІ, ЖЕНЕ L = T — DL, ЖАЗА, ЕЛЕНЕ 
ЕУ, МАДАН = Ф ОСАО У ЕНЕ |03 (“ОО ҰЕЖ 
5 КЕШЕ, 

ЖИ НОР ЕТЕНЕ — u, ЛЕУ OC) Ema 
TREE, ЖОҚТА, ЗЕГЕ ЕГН, ШАА, ТЕЕ НН 
JEEP. REDER EITE L, JETREOBSBERJIHOSPR. HOlgil- 
~ 有 和 作 控 制 其 也 会 有 满意 的 效果 ， 

用 还 代 潜 求解 离散 微分 方程 时 ， 得 到 了 的 是 wig Ж), uj 
的 本 度 好 坏 主要 受到 机 刁 舍 人 误差 的 影响 积 受 到 工 (条 件数 
Сопа(Т-ҺІІЫЫЕ I, | 

HFI GARRE: ҚИК ЧЫН м, 到 一 定 ЖШ 
Бл», ХАНЫН ЖАНЫ. A$2918SUCond(L03RAiS, ША 
们 可 党 用 单字 长 计算 {例如 用 |d 引 志 #! 作 为 近代 控制 是 )， YE GE 
得 某 个 解 忠 之 上 后， 再 用 双 字 长 和解 误差 校正 方程 ， 

Lvi= аре fi~ Іі, 
BHH, = uito ТЕЗ АМАН», ХРЕН, 的 精度 要 比如 好 得 
&. i 

TL. BJZ& PEERS] B3 US $2 (2. DOE КОЛИ ЕНЕ БЫН < 

HJ» ХАРТА, ЗАТЛЫ НІ, ҚМ НАНЫ 


RA 


[ui -uill e- Cond Да, 
ius -ul г) }%41., 
IM E Tfl 


ЖІ? (FH Cond( LoS DART ЕЛЕМ АРЫ, Юй РА] BE 
HARRIES, 9) 式 中 o 攻 8 或 ba 的 情形 )， 其 离散 方 
ESGID HARER RERS. HARSI E, 

ЖАЛЫ ЕН ЛЫ САК АЕ, MAARA DUE IE R 
ERE, ХЮ, TRA TEIE RR: 
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1% 采用 茶 个 方向 的 逐 线 松 弛 法 求解 ; 

2° 采用 高 精度 的 算术 运算 (如 双 字 长 运算 ?以 恒 改 善 和 诚 轻 
矩阵 病 杰 的 影响 

3° ЛЕН ТЕРАК, МЕННЕН BED. 
С» 使 求解 Lat, = f, 的 问题 转化 为 求解 等 价 方程 组 Da LCa: 
(Cau = БЫР» TED Т.С r 的 条 件数 得 到 改善 的 情况 下 艇 得 
Сы» 从 而 解 出 Hre 

10,2 迁 代 过 程 的 初期 收效 性 和 选 代 方 法 的 组 合 应 用 

大 家 知道 ， 在 达 代 过 程 中 近似 解 误 差 满足 关系 式 

IAE FH ICHE 
Жол КНР Т, ЖАРЫ, 3E Euclid BE iE 28g, BD 
PATOS [Tu ЖТ, 是 非 对 称 阵 ， 风 其 欧 代 模 与 谱 灶 径 不 相等 ， 
但 满足 
ОТ, SLT. SNELT 
Ar, ЛЖИ SIB PU pk. 

Т, EH RRE, YE Jacobi 迭代 方法 中 ITIS, 
тС) = СТГ), ЫЖ ОСТ), VE DD і Ж Ze 
Jacobi 3k fé ЕН ЖД ЕНІН КЕР. 

GS ARPA НЕЕ Т, 不 对 称 ， 但 可 以 证 明 53 

| 二 


Ap, HEZA Jacobi ЖЕ, КЫН Ж 
GS 迭代 过 程 中 也 是 按 Euclid 寞 单调 下 降 的 ， 

和 企 带 有 最 佳 松弛 因子 的 SOR БЫН, ЖШ И Т, Соо 也 
不 对 称 ， EJ uEHH:*1, 

ІТ; Cos 0l - ES +J A * + ІСТІ Ел 1,9,-%-, 
AH Ad JacobiikfUABBEBONEESR. Ша рр. 趟 
Ж ЕВ Ё ИК, SE TES АСЕ. "í А Su Er, Ж 
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一 因子 占 主 导 地 和 位， 近似 解 误差 变 大 ; HAERA, RAF 
鼎 主 导 地 位 ， 和 随 着 外 值 的 增加 ， 近 局 和解 误差 单调 下 障 ， 且 获得 最 
快 的 收敛 速度 {相对 于 其 它 @ 而 言 )。 

下 面 就 模 滥 问题 和 的 计算 实例 ， 将 多 种 述 代 近 亿 解 的 收 语 过 程 
表示 在 图 2.31, ЖЕН КЕГЕ, e-Jacobi FEM GS 77 Е ВЈ 


ГНА 1. Jacobi E: 
2.65; 

3, SOR FH (0 gp) 
LEGAH 


近似 解 PEREST u, 10, ALPAKA MARI 
PREM, ФОРМЕ ЖЕНЕ, H SOR 方法 得 到 的 近似 
(E 城 在 初始 选 代步 内 有 所 动 现象 ， 但 后 来 也 是 单调 收敛 于 wi 的 ， 
虽然 它 的 敛 速 比 Jacobi 方法 和 GS 方法 块 ， 但 随 着 迭代 步 数 的 
增加 ， 化 速 也 是 越 来 越 慢 。 上 述 三 种 方法 都 密切 依赖 于 选 代 初始 
值 ， 初 始 值 好 能 使 计算 量 大 大 减少 。CG 方法 在 初始 儿 个 迭代 步 
бз, СИОТ, НЕ КРЕ сажи, СО J 
ВЕУ ЗЕМЕ ЕЕ. | 

因此 ， 和 人 们 不 难 想到 ， 有 效 地 利用 某 些 迭代 法 的 初期 好 的 收 
伍 性 ， 有 效 地 利用 另 一 些 选 代 法 后 期 好 的 站 化 性 ， 将 几 秘 兴 代 广 
法 组 合 使 用 ， 可 期 望 产生 较 好 的 收 敏 效果 。 下 面 介绍 儿 各 有 效 的 
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А. 

第 一 种 组 台 方 案 。 初 始 几 步 迭 代 采 用 GS 方法 ， 以 后 恒 用 带 
有 最 佳 松弛 因子 的 SOR 方 著 。 这 样 会 避免 初始 迭代 过 程 中 SOR 
误 莹 的 增 大 现象 ， 从 而 提高 了 迭代 过 程 的 效率 ， 

第 二 种 组 合 方 案 。 对 红 黑 分 划 交 替 使 用 GS rr E ША 
因子 的 SOR 7706. ЦЧ і 等 于 奇数 采用 GS Trik, i+ je 
TBERUBSORJE. TMIEN., Aia AR 模 量 是 
单调 下 降 的 。 

第 三 种 组 侣 方案 。 设 想 把 红 黑 分 划 每 个 完整 法 代步 〈 有 二 个 
部 分 步 ) MERRER, Жіз)- 麻 或 偶 的 交替 迭代 过 程 中 ， 每 
ЖЕН ЛЫ ARAO, (y, ttn, ЛЕП, X ER EIE] SX 5 
离散 格式 ， 采 用 下 面 计算 公式 


D 
1 FE akh- СЕНІ ҰЛ” 1 А 2 
ЗИНА +— (firtujt, j ttita, ріні. 


| +З рал Дир), f j= iD 


ü) 
* A - £ с 2 2 
ТЫ ТЫ + EN (fi; rud til киі, rui, 


tu du +} = 18, 
2 4 
0,1, ді 2—pg?? 04 " 4-шШа,? R21, 2, "s, 


AH É EXER Jacobi РЕНОВИРА К Е 是 
ВТ ЕН: 8 GE. B kokt, o, 稳定 到 一 个 极限 入， 用 
fç р = (a HAEA, PRI 

| 2 


| Окт утсаа O 
ЖШ, ХЕ Barri Е РАНЕ ЫНЫ, ЛЕВОЈ 
ЯНА, БУБТ ВНЕ ЖЕГИ. СТЫ St 36 
ВК) nae EUN ЕЕ, УС ER ÉS Ec uj ES DL jz 
RREI. 
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为 了 发 扬 基 本 达 代 法 的 优点 ， 殉 服 其 缺点 ， 为 了 研究 和 构造 
新 的 饲 效 率 迭 代 方 法 ， 本 章 对 基本 选 代 兴 的 基本 特性 作 了 统一 分 
析 ， 纪 中 分 析 了 选 代 过 程 的 误差 校正 特性 ，82 中 分 析 了 松弛 迁 代 
的 光滑 特性 、 正 是 这 两 个 基本 特性 的 巧妙 应 用 ， 才 产生 了 第 四 章 
路 将 可 介绍 的 新 的 高 效率 迁 代 方法 ， 


51 选 代 过 程 的 误差 校正 特性 


ШЛАК ЕЕ EK 2 EE 
L+ = f, (3.1) 
HEHE., RE viu,- ші 可 看 作 是 对 wt 的 校正 量 , 显然 
Тл = fa- Laut 
RI. SK di fi- L u 223655 J 42423-1:) СЕПТАССРАНҒГА 
TA E PR 35 Jy E. 


L,vi-di, 
从而 ， 求 和解 线 性 离散 方程 (8.1) 的 过 程 可 表示 为 
(^ =ut uh, 
L, = 46, 
ЖЕКЕЛЕ Н IIR RUABEE Zs 代替 Ls， 即 利用 求解 形 
SX AJ Н.Ф ТИ ЖУРЕ ЗЕ Jy E 
F si = dý, 
AAR it HJ — 1 VE TAB IE RE E» 从 而 可 得 到 u, 的 一 个 新 的 近似 值 
жанатта т 
ҒА, БЕРЕМ У ЭЖЕ 
M =н +®х, 


3,2 
L,vi-dj, Е<0, 1, += (3.2) 
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231 
нА = ut Lidi= (TL LOuUbptLi f. 
viU -Idi'-sbeLQGj'-LGSD 
=P +L, Са Laut — fit Жи) 
-(I,- Ii LO); 
ditt = fa- Lauf t= р L Cut + tk) 
=d- Ldi- dg- aLr ds= (1,- L Ly di, 

Еі ау, ІҢ (9. УА УЫНАН ЕЕН T 
HURRAY PU- Li Li 
ЕНЕРІ Pa- TÉ. La) 
ЖЕРЛІ РС, L Ly 2), 

HCE R, Ж ЯТЫ ЭЖЕЕ ЛАЕШ ERARE, D Ш 
ARENT, ХИМ ШЕН Ы F L, : R"— 
RY, HE РОГ, - Li LO, ARIRE КОЕ (3,2) 
АИ, 

НЕЕ, ХАА РЕАЛЕ НЕЕ, 
ЯО АА СЗ, Н. 

БІЗІ, @-Jacobi Қ, Hj 1222 A1 

ui' cukta LI if, ~ Гні), 
TES 

VOR 

ІЯбісақ)?,- Lat, 

所 以 @-Jacobi 选 代 方 法 便 用 了 简单 算 子 LITUEBSIXERI!I,. 

从而 求 得 不 的 近 侯 校正 量 vj. ЖБ e-Jacobi 方法 中 
ҢЫ WE u RET TAE IC PS T- p(P,—-o(L1) La) 

ЖОЕ VIBJEXINMSRBEECR PU,- өсі), 

Қан а Е ОС о, КІЛТ, 

XA GS 方法 ， 由 (2,15) 式 知 
uit = ut (LIL Ua Laup), 
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于 是 有 
ий 二 和 
ҮР Laufa 
所 以 在 GS Hp, ЯН ТИАН Т СІЗ -ІРшУЖ АН, 
从 而 较 方 恒 地 获得 了 HOARE В. 在 GS 
近似 解 ukhun ЫЗ PO (Li+ LDU'LO, 
МІНЕ КАНЫ Pa- САЪД) Ln 
дэз Еа ОЛА Pa L (L$ + LÍ)». 
НИЯ П5ОЮҚУ, НОВЕ X43 
ий = (1-ші ног (ағ Liy уч} +ф(14+ 11у}, 
= ирт OLLI ALIY GG. нф), 
于 是 SQR 方 法 又 可 改写 为 
{ cit tie 
(14 + Lio? бї, = Laui), 
所 以 SOQR 述 代 过 程 所 确定 的 
Ин ШЖ ТИ АЗ 061,- olL + LIL, 
校正 县 的 渐 近 收 侣 因子 P-A LLD L) 
ЯК ЕЖЕ О rika Pl- oL (LI+ LI) ^», 
ЕКЕЛНЫРЫМЖОНҒЕНЫ» ЗЕКЕН ЕТЕНЕ 
ЕНЖЕЖІН, ПНЖЕЛЕДЕЙЫН CE ERE BE BES EB Ж Эз [Н] rh 
ВЈ, ЖАЗЕЛ EGER BOGEESERE АНЕ, АП ЖАНА Ez ECEAT 


FEED, 
32 松弛 选 代 的 光滑 特性 


" | e-Jacobi ЕШ ЖҒНЕ 

HERRER ЕРЕЖЕ, ЖЕН ЖИНИ. BrIB 
ЖЕТЕН, ERARE ЕЛНАЗ ЕН JL ERE 
Bi. 28 F RME, ТЕН КАЙ E s Ау Poisson 问题 的 5 点 格 


+ 845. ° 


3 ELS £229 
Ly = fe Cni; 
Ман, ñ .,= (Gh, ЈА), £50, 1, c, N), ЖИ о-ЈасоЫі 
yh A (E226 DI. 4 
ЖЛЕ ТЕЕ РА К ЕГА Ит o-Jacobi АО УРЕ 各 
IRR IR EJE PJ pea TERI, DBd205 点 格式 离散 方程 O-Jacobli 
АЛУА RERIT iE 29 


А60) =1- 5. (2 — cosn,mh – созп,лћ), (3.3) 
其 相应 的 特征 向 量 为 
qp (x)=2sin(n mx,)sin(n,mx,), Х5<0,, (3.4) 


Жи, xx, x,), п=(п,, n), |a] = maxt(in,l, |п,| y, 
]zx|n|«N-1, N ERR. 

4135-3853 Ң, -Jacobi ЖЕУІ OCh*),. 仇人 速 与 
的 相关 性 表明 ; МНЕ» Arzo ВЕ, THEO ERS 
ЕЛ» WRR ATL. BAREM RETE, (BINE 
КЕЛЕ 1-ОО у НЗ 1, РИЗА НІ Ж 
公会 付出 很 大 的 工作 量 ， 而 且 当 很 小 时 计算 过 程 会 出 现 数 全 不 
稳定 。 男 一 方面 ， 类 代 前 后 的 近似 解 误差 ә, 和 v, ЗІҢ Е ра 
展开 为 


T7 > € T. D, = > A C Т,» 
Чи 1 ЛЕР 


FER 4 和 ,由 (3.3) 式 和 (3,4) 式 定义 ，c, 是 系数 ， 潜 化 过 程 对 
误差 压缩 效果 及 选 代 丝 速 通 常 是 用 谱 半 径 来 衡量 的 ， 即 用 特征 值 
中 绝对 值 最 大 的 А, ,来 衡量 的 ， 这 个 特征 信 对 应 着 景 低频 率 的 
特征 向 量 Ono ТОЖЕ ЕЛЕ Ж ИНЖЕ КОННИ И ТЕЕ 
КОЯР ыт, — ES АИЙ» 选 代 过 程 对 误差 中 各 种 
不 向 频率 分 量 是 否 存 在 着 某 些 特殊 的 衰减 作用 呢 ? ` 

为 此 ， 定 义 全 部 特征 疝 量 9。 由 高 频 分 量 和 ТЕТЕ 两 部 分 
жі» EU 
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Ф, = Фу ты, (3,50): 
Hu 
еф, l [ni N72], 
рым = {P lA/2z|n|x;:N —1). 
Plan, —@ëDChkLa, DAAR аян, HARATA 3 个 不 局 频 
FAREA Ф,-віп(плх), (п-1, 2, 3; 332229 840. 
ERRETA T ТН НО ЖЕЛЕ Ж Ф, = sin(nxx), п-1, 2, 
e. 7, 而 且 它 的 低频 分 量 部 分 与 [9， b] 34r 20 4 IE BUT ШЕҢ. 
Е, CRMA ME, #1] 55} ӨКЕН XX. 
КЕМ TE, #— xs lu {ЕЕ ИЕЛ ИНӘ 
Sus fBSHT, WAATA EHAR pE НСА, o)Y)RIB"Co),. 
显然 


(3,55). 


(o o) = max(]A,L | N /2x;|n| SN - 1), 
(3,6 
B*(o)-sup(B(A, e)|hszi/4). 


ІҢ (9,3925 (3,6): јат, Ө-Ласоы EAE; ДЕ Poisson [Н] 
КАН ПАЛЕ ЕЧ БЕ 35 E ga 5 20 


BCh, @)= max[|1— 9-62 - созлћ |, [1 oC1 + созтћ) |}, 


当 0—a=1 hr, 有 | 
сорлй, > o-1Hfj, 
| (2 + соза), ш o- ig, 


RU, о) = (3,7) 
(14 206 m) mios, 
1, Шо-1 Hf, 
“(оғ 4? 2 7" (3,8> 
3 _ 4 
5” M o= ALE 
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4 
inf(n(h, e» | 0-cosxl) =H (h, con ә 


= --т---------- “т. 


4 + COSTA 
- ж .. NX ES — v. 
inf(a*(o) 10 <от) =u*(—) = 


局 部 Fourier 分 析 法 能 竟 简 捷 地 撒 述 和 分 析 松 弛 和 送 代 过 程 的 
光滑 特性 。 为 此 ， 只 要 把 有 限 现 格 & ЗЕЕ АС, Ж 
ZTA HERRAR RET La RAR (ñ, х) = ёхр(іл 
ix) S4 лін = 8， 则 可 将 特征 函数 改写 为 

(6, ху-ехр(іӨх/й), ӨЕГ-л, +m), =€ G, 
(9, х) ЧЕ С) БАО ИННА АН, "CIE HI 
ЯВА ЕН АО, АНАМ, wA ARMAR. TH 
部 Fourier 2; ?E DEAE ОЧЕР E] LS НЫ R TE B, 45 
€3,56)1(8, 5b) ska X, expGOx/ Rh) ТН ЕРА ЖКУ БЕТЕ 频 
ВЕТ АБДУ, ER 


Ф(0, ху!" = (oce, x) lel <#} 


kr 
— 


po, x) = (96, x) «ela! 


不 难 理解 ， 车 在 步 长 为 2 的 网 格 Ga 基础 上 细 分 一 次 得 到 
HED КЕС» WE С. СЬ КЕМЕК TF La 和 
L, 的 特征 函数 可 分 别 表 示 为 


Ф(0, х) = exp(í/0x/2hy, e€( - 5, %.), xC(7, 
pih, хӘсехрбібх/й), ӘӨЕГ-я, x] хеб,, 
Жр Ф c, «уф 6 МЕНЕ 7. 7 ) 是 相对 于 9(8，*) 中 的 


фег-л, zx HIP P), 23 
TD, x) = d D, х), Ухеіт;,. 
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НЫЛ» @(0, ж) УЖЕ SG CDO, BE 
фә Ең, ІН p(0, ЭНИВИзОЫЕН УЖЕ Gia, 上 没有 
ТЛ. GRATE. OATS H 
НС8, 0) = тах} 26, а | 2 <<), 
n*(o)-sup(B(8, о3|09->01, 

Вж, ЯН ESE 2.2 求 出 5 点 离散 格式 - Jacobi kiti F 
的 特征 值 

406, Ф) = 1 - 202 - cos), — cos0,), 


再 利用 光滑 困 子 的 定义 ， 就 可 得 到 
ТІС? Фу = max{| 4$, JOGET 4! 


= тах{ |1 - 2 (2 ~ соз) |, 11= (1 + cose) |), 


H Co) = supa (8, o) = шах 1-9. |, 1-20) 


і, 2=1, 
ш,3/4, w= 1/2, 
3/5, @= 4/5, 
由 此 可 见 ， 用 局 部 Fourier 分 析 方 法 分 析 o- Jacobi 选 代 的 光滑 
特性 的 结果 是 与 在 有 限 维 空间 中 分 析 光 滑 特 性 的 结果 一 致 的 。 
现 将 @-Jacebi 选 代 和 矩阵 的 特征 值 随 着 频率 nh 和 松 儿 因子 加 
变化 的 情况 表示 于 图 3,1; 将 经 过 @-Jaeobi 选 代 的 让 -uk = 
0，1，2，) 示 章 于 图 3.3 中 ， 还 将 @-Jacobi ХИ ЕЕ AH EE TE 
ЖЕЛАНИЕ АЕ TE. 3H. 
ЖаН АГА ЗЕТА З, 1 ~ реЗ ЗЗД. о<о<1 时 ， 
e-Jacobi РЕА Е ЯА КЕН ERAB, ШИЕ З,1Я 3.2, 
TARIA Ayr ISR ЖЫНЫ ЕДЕ; o-Jacobi 迭代 对 误差 
. 849 + 


ш==]/4 


ш--1/2 
1 пя р 
ш--4/2 
-1 ті 
ЕР 31 
AA À "m 
Ж ҒА 
/ “ Ну —u, 
/ / V N 
н, —H, 
3.2 
长 频 分 量 高 频 分 量 


EI 3.3 


кысымы WB H Яо нн, # BIS.U 
3,3, BEERE Ж ГӘ А-Ы КЮ ДЕ ҚМ 
А KAAT. BARE КИСЕ ДЕЗЕ e xx POR 2x Ta BJ 
AERE]; e-Jacobi КОНИЯ RRA DEA 压缩 Ж 
JR, Zug, BH3.381(3,72)3, (3,8); o= IB, Ші) 
1—0(h?), Mi = 4/5, M(4/5):2 3/5 - OCh* ), МЕЖЕ B. 
FANER oci, e-Jacobi у ет 


4 250% 


效果 可 以 厂 匹 关 地 小 于 1 CE 03.8 H 2o= 4/5 时 光 清 效 
果 最 佳 ， 即 使 网 格 步 长 疡 充分 小 也 有 4/5) = 3/5, ХАН ШІН 
У.А Н А ОЕА АН ТЕЛПЕК АВ Ы ЫНЫ Ж 
特点 之 一 ， 这 一 特点 将 被 “多 层 27% ”所 引用 并 产生 了 用 无 . 
ЖИНА ТҚ Ж. 


2,2 逐 点 GS$ 选 代 的 光滑 特性 分 析 


25 EE БИІН 122 fet [10] НД 
(z =aó*u/əx`+bƏtu/09yt= f, (x, y)€ Q, 
ч|әр-0, 
若 采 用 正方 形 网 格 分 刘 ， 步 长 为 ; ЧїлдЧАйлК де; 5 点 离散 
Жол; 则 有 离散 方程 


a 
Lau, = pans, САЛА UL ua, |) 


(3,9): 


ua joa ZU Tu, раа) = fu. (8,199 
(3,10): B3 ОЗЫ АҚ 


Gui li. } -2ufi! Uli. ыны 


-Zufj ku) раа) = h? Дз» (3.11 
此 上 时， 离散 格 式 分 解 及 相应 的 特征 值 宕 示 为 | 
x 0 0 0) 0 0 0 \ 
еер 00» [L1]=>] 0 -2(a 6) ] 
Ü $ o | 0 0 0 


[L,J=]0 0 a A'= —2(a+5), 
0 0 0 X -aexp(ig,) «Вехр(і8,), 
从 而 得 GS 局 部 选 代 算 子 的 特征 信 |.4.(9) ІЛ AD |. 


zi a=b ti, (3,9) 式 是 Poisson 问题 ;GS 方法 的 光滑 因子 为 
к= max(140,, 091) lol e[7, z], 


у b | А“ -аехр(-10,) «бехр(-і0,), 


“301% 


в" = (2, агссоз 2) = 0,5, 
此 时 ，GS 方法 具有 点 好 的 光滑 作用. 
当 д5 GR b Kay hi, A 
(2, 0) = Га +6) Га? + (2а +0)2 ]], н“->1  (a— 10, 
ШЕР, СБА ТЕНЧ, 
2,5 ЖИЕОЗЭЛЕНЖЕЕЕЕ HY 
对 于 了 问题 43.10)， 采 用 ?方向 的 逐 线 CS ЛЫ» ЖИН AX, 


(uk*tl ,—2u*i! E р) ‚ү (utt. — иву 

tu rs) = fi, (3,12) 
此 时 ， А-аехр(-і0), 7%-28с050,-2(а +b), А7 = 
AGAP (191)， 于 是 利用 定理 2,2 求 得 40) = A (A+A), Muf 
ЖАНЫ ЫЫ ЕЖ 
其 一 [V2 x 
и" = шах| 409198 (е2, х |) 


= max(1/,/5, 4/[а+ 250}, 
1н Жа, ҷа« 2, УЕЗ GS АЯН) Ж 
Ж, 当 8<e 时 ，y? 方 向 的 逐 线 G8 选 代 的 光滑 效果 很 差 ， 但 易 知 ， 
Ч x аСТ ЖК ER EIE RS. 

Кы, Ша, БЕН о = овар, |Б (3,95 ]n] 
БЕНЕН ЭРТЕ ОЙЫ іні, EHA GS 方法 具有 良好 的 
НЕ, Ша, ЫМЕН, ас<5шбса Bp, DE (3,9) 35538 
‚Ж [н] РЕА, ЕТ о Е b $k ЕК НОЛ [BFF АВ G S 送 代 会 
ЯШАН ЛЕШ, Ча, БУХ, ТЕН “冻结 系 
NEU. В бсб xp bta ха) О>Масів, jh) RIb (ih, 
7 有， 再 利用 局 部 FourieT 分 析 方 法 研究 光滑 效果 ， 只 不 过 这 样 得 
到 的 光 禄 因子 只 能 反应 中，j 加 附近 的 局 部 情形 而 已 ， 
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构造 高 效率 求解 离散 方程 的 迭代 鞭 一 直 是 计算 数学 工作 者 和 和- 
工程 技术 人 员 共 同 关 心 的 问题 ， 第 二 章 中 记 介 绍 的 各 种 基本 选 代 
法 以 及 为 改进 这 些 迭 代 闫 所 作出 的 种 种 努力 都 是 在 四 省 的 网 格 分 
划 下 进行 的 ， 这 些 迭 代 容 和 解 离 散 微分 方程 的 钱 速 都 与 风格 参数 所 
有 关 ， 其 计算 工作 量 都 为 O(N")，a 之 1，N 是 离散 方程 中 玉 知 是- 
的 个 数 ， | 

60454531, R. P. Fedorenko 提出 了 求解 离散 方程 的 一 种 
HARE U, RALEA. ТОФ, A. Brandt xt 
УДЗ Е J ZEE yE. 后来， 许多 计算 数学 家 对 
多 层 网 格 方 法 的 理论 和 应 用 问题 作 了 深入 的 研究 ， 多 层 网 格 方 漆 
有 效 地 利用 了 这 代 过 程 的 误差 校正 特性 和 对 高 频 误 差分 基 的 光滑 
特性 ， 改 变 了 传统 的 作 突 ， 作 了 变革 人 性 的 移 造 。 多 屋 网 格 方 浴 的 
钙 速 与 1 汇 关 ， 其 计算 工作 量 为 QCN)， 多 层 网 烙 方 法 是 一 种 遍 
效率 选 代 法 。 | 

ЖЫЛУ Т ZS p EJ ЖИ. ЖЫН, АШ 
ТАЗМЦЕБИ ЯН AERE. DH EDI EPA А ЭБ 
关 鸡 黎 性 和 工作 量 佑 计 ， 本 章 中 还 给 出 了 多 种 数值 方法 与 多 层 岗 
述 方 法 的 算 例 数值 比较 。 


$1 多 层 网 格 方法 的 基本 思想 


按 通 和 贡 的 习惯 ， 数 值 求解 徽 分 方程 的 过 程 是 这 样 的 ， 先 将 定 

解 区 域 & 用 某 种 方法 离散 为 巾 ， 疡 是 其 网 格 参数 ， 再 建立 定义 在 

Q, 上 的 离散 微分 方程 ， 并 求 其 解 ， 然 而 ,求解 过 程 却 示 再 与 Qi 发 

生 什 人 么 联系 。 虽 然 和 在 细 的 两 格 层 如 -上 求解 离散 方程 会 得 到 较 高 精 
4152» 


EERE, [RELIER TEE, E ZERO Q (H> A) 
E BTS SRU Н n PS BERE, ІНЖЕТТЛЕНЕИЯЯ БАРЫ ЕНЕ 
作 量 小 得 多 ， 因 此 ， 人 和 们 自然 地 想到 ， 能 否 将 细 网 烙 层 上 的 数值 
求解 问题 转 作 为 粗 网 祝 层 上 上 的 数值 求解 问题 ， 从 而 节省 计算 最 ， 
-提高 工作 效率 呢 ? 


1.1 粗 网 格 校 正 


第 三 章 绊 叙述 了 和 夺 代 方法 的 误差 校正 特性 ， 并 以 此 定 多 了 造 
代 过 程 的 一 般 准 则 ， 车 校正 量 由 粗 网 格 层 . 上 的 信息 提供 , 即 (3,2) 
式 中 校正 量 满 足 的 残 闫 方程 定 闵 在 粗 网 格 层 上 ， 则 会 使 我 们 得 到 
启发 
为 此 ， 设 求解 的 离散 微分 方程 形 如 
Lytta = fa WEGO), (4.1) 
Ж, «(дл М ЛЕЙ, БЕШӨӨН БИК БН]; 车 无 特殊 说 明和 
湖村 ， 不 妨 设 (4,1) 式 就 是 差分 方程 : 再 设 
Гнің- f r u c Gg) (4.2) 
SUDRA, A-o 7r РАЈУ, МЖӘ Qu kE 
4H: PA 
La GOD) G(O, Ен GOLD GG, 
dimc(042«dimc(Q), НА, 
其 中 dimg(o,) 表示 omms eae T a B U. D TR ІЗДІҢ 
BIER Жа, зау. ve 分 别 是 求解 (4,.1) 式 和 (4,2) 式 时 
ана БАЗ; 还 设 两 个 联系 粗细 网 格 函 数 的 算 子 
Ii GiG g), Ih: Gila) GU) 
Hh, ныт, ІТ. 
为 了 数值 求解 (4,1) 式 ， 利 用 误差 校正 特性 定义 的 选 代 过 程 
可 描述 为 
uU,— u$ T vi, 
То = а}, 
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Нар, икн, (4. ЫНЫ ERED ЖЕ. 
ГЕНЕ ЕНИ, ERRADA ERP RIE E, 
AHER EET ELT 
нен = df, 
AP, Ане ГГ, uk= Гө}, а= Най, БП Ен [ГЕ ЗЛЕ 
BU, ВТЕ ЫЕ л, БЕГАЙ ИЕЫ: P0222 278 


Lyth = df, (4,3) 
ЖШН PS EZ F EIE E: 
ез Град = La' iNdt, (4,4) 
13808 Б, 得 。 
фа = huk, | (48) 


ЕНЛІНФИЕХ PS Hui BER. Mamfssi—43 
КЕРИК 
паті нЕ ы. (4.6) 

Rm Ег, ЖЛ ЖИЕН ЕНЕ E (98) 上 的 残 差 方 程 (4.3)， 可 
以 求 得 细 网 格 层 (9 上 差分 方程 新 的 近 做 值 ， 这 一 过 程 称 为 粗 网 
ЖЕЛЕ. ВЧ Е ЗЕ ВАНО ГРЕЕ ЛА, ВЫ, 
АЕН ВЕЕ АИС, EARR RR АЛАР, 48 
网 格 校 正 过 程 是 多 层 网 格 方 法 的 基本 思想 之 一 ， 

ЖИА СЕНЕН ЗӘР ШЕГЕ: 
(1) ІЛЕСЕ, di= fy- Luh 
(2) ВАНИЕ, di- Idi, 
(3) Он EMS ЕНЕ, Ток = dh, 
(4) ARER, b= phuk, 
(5) ARINE, мё: ute ot, 

НА А ЕМІ пр sn ERA F: 


42, uidi = fp Ln DR PUA l = yig bŠ 
FI 
v T 11% 
2н а= -——-——Lygvbsdh 
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iH ВЕ КН, RARS TE 


KH= 7,~ IELE IL, (4.7) 
事实 上 ， 
tl 二 
=й ELITI i Тан), 
1.2 ЖЖЖЖ 


仅 和 用 粗 陪 格 校 正 过 程 求解 离散 方程 (4,1) 的 效果 可 能 是 很 
整 的 ， 一 般 得 不 到 足够 精度 的 解 。 苓 至 古 不 收 语 的 。 ЕЗІ Е, iü 
选择 初始 值 v, 使 得 Low, 属于 1 的 核 ， 那 么 经 粗 网 格 校 正 算 子 
(4.7) 作 用 后 仍然 是 ә, 本 身 。 因 此 , 粗 网 格 层 上 的 残 差 方 程 (4.3) 
ЕА ВЕН СН ЯН Е Е КЕ $8 (4,2), ХА 
X vi W РЕТ РА Ex d AI — 8902) EP f Е Eis S, 
ЖИЕНІ, DUM ESE BIS yB EQ КЕН ЖЕН), 而 其 高 频 
4 HE Qw 上 是 没有 表现 的。 如 果 由 入 ,上 的 残 差 方 程 (4,3) 所 确定 
的 误差 中 是 “光滑 "的, 即 如 困惑 的 高 频 分 量 比 它 的 低频 分 量 小 得 
多 ， 则 Qi 上 的 残 差 方程 (4.3) 的 解 就 可 以 更 好 地 表现 Q, FORE 
方程 (#,2) 的 解 了 。 声 一 方面 ， 由 于 内 揪 算 子 了 的 作用 ，wh AJS 
到 细 网 格 层 后 ， 又 增加 了 校正 量 的 高 颖 分 量 ， 保 走 度 降低 ， 所 以 
粗 网 格 校 正 后 也 需要 * 沪 光 ”, 综 上 所 述 ， 在 和 粗 网 格 校 正 前 后 , 溪 要 
对 误 美 的 高 频 分 量 压 缩 即 “光滑 ” 才能 使 粗 网 铬 校正 方法 发 挥 合 
乎 情理 的 有 效 作 用 。 这 就 需要 用 到 松弛 方法 对 误差 高 频 分 量 的 光 
滑 作 用 了 ， 这 是 多 层 购 格 方法 的 另 一 个 基本 思想 。 | 


52 两 后 两 格 方 法 


2.1 两 层 网 烙 方 法 的 结构 


、 综 侣 柱 网 贞 校 正和 松弛 光 滑 这 两 个 过 程 ， 可 以 稍 定 一 个 切实 
а ШЕ УЛЕОЦМО КЕМЕ ZEE. 


"2504 


PLEBE ES СА Т) АЈ as u pap BE (EST: 

(1) НІКЕНЕНІЗЕІН. ШЕ Q, WAS ES САУНЕ нр, ЯЯ 
(А.Қ? ТАНА» НУН hE, EH 

Ht = Relaxcut, Lo F Y, 31 

(22 粗 网 格 校 正 过 程 ， 

计算 并 限制 残 差 dbz Idi =I Uda- LR 

NIZSZEZU RS Luvh-db, 

P335 EXE RE vi-lhvi 

计算 校正 后 的 近似 值 9 I-ubt-vlh 

(3) AMERRE. ADIL, Æ Q, БЫ 
СА, DAE I P A futt, р 

uiti = Кејах(йі, Lu fu Yo, 
PR EUH 23 УРААА ДШГЕ, 


uj— nti = fao Гай; о> to — uk >*t 
E ы 
dh ——— L. ru = d* 


由 前 所 述 ， 立 即 可 得 到 两 层 网 格 方法 的 法 代 算 子 
М = БҮ КЙ5Ү 
= a ІРІҢ ДӘ SI, (4,8) 
其 中 下 # 是 同 于 C4.7) 式 的 粗 网 格 校 正 算 子 ，5, 为 粗 网 祝 校 正 前 后 
РТН А] Я. ОЕ МАВ, р 
Jide. ІКӨТТЕШІЕНҢЕЕДГ12--131%1 3454, 

REDE, ОЗАТ ат, ROHRER, WK 
AERARII ЕЕЕ. ФРИШ, SAh 的 GS. 
LGSÜRBZ AFEERI ГҮЛ + ЛЇЇ + [L > 
MERAS J DA ES Cek НЕ» 例如 SOR J 法 就 是 利 
ЖӘЕ А ОА ӘЖЕНІ Жш [3J 中 介绍 了 一 
ЖТА ИЫ, ТАЕНЕ ЈАВА ЧЕНЕ А, 
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形成 一 个 新 的 选 代 序列 。 所 有 这 些 加 速 方法 都 局 版 在 各 网 格 层 上 
进行 ， 计 算 工 作 量 仍 是 很 大 ， 且 伍 速 总 是 与 请 有 关 。 了 两 层 网 格 方 
法 以 及 后 面 将 介绍 的 多 层 网 格 方法 改 次 了 传统 的 作法 ， 它 将 细 网 
Б.Е BIB) PE ACT TERLIS ES E. E S EE LAS LES ELE 
进行 ， 为 减少 计算 节 作 了 变革 性 的 构造 : 它 还 利用 松弛 方法 的 光 
ЕШ, ERFENIS д ЭСЭ, Attia ETE Т Жа ЕН 
R., АШ» BAERT TRAER mT ERRE 
ERRA EPRA Ет ВИНОВЕ, 


2.2 两 层 网 格 方法 中 的 参数 选择 


由 两 层 网 格 方法 的 定 几 可知， 两 诗 网 和 格 方法 是 与 多 个 参数 有 
HJ. ЕЖ, SEELAIIHERICTEBSSS. ӘЗ 
限制 算 子 的 定义 等 ， 这 些 将 在 下 面 介绍 。 

1。 粗 网 格 Dn 的 选取 

这 里 仅 就 扎 形 网 格 剖 分 人 情形， 列举 三 种 常用 的 网 格 前 分 ， 证 
D,7 ANM Gh, fh Ni = 2 h-(h,, h). 
= EH-2h-(h, 250, MEKO RRMA, БОШ 
网 格 是 常用 的 。 参 见 图 +. 1a), 


a) b) с) 
EHLI Аң РАН, Dui" Kin K 
EH (28, EH г48,,2В8,), ЩЕ Он НЕК, 
参见 图 4,15), ОРНА НЕ ВНЕЛЕ RERO, ЖАНЫ 
ЕЛЕНЕ ОЛЕН АНЫ РЕН, #H E 
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52,3, 

#Т ШЕЮ Он ДИЛАН, ШЫМ B5 的 网 格 点 以 棋盘 分 划 
方式 分 布 在 细 网 格 о, 的 节点 上 ， 参 见 图 4.1tc)。 显 见 ， 当 ;起 
ЕЖЕН, Лл / 4 并 垢 网 格 步 长 放大 到 A о АНОН, 

2， 粗 网 档 算 子 的 选择 

Ha S AE, MRR T Ls 的 构造 方式 可 与 细 网 格 
AUT L, 的 构造 方式 和 相间。 例如 五 5 采用 5 点 离散 格式 ， 工 5 也 可 网 
采用 这 种 格式 。 但 是 原则 上 ， 工 pz 可 以 与 五 \ 不 同 ， 工 rr 可 以 是 合理 
id yr LUE 8I — FR БЕ EARS. 

3, PRAISE TEE E 

ЖАНЫҢМЕН, 5525 Og EPERE MI. БІН =2A, PREI 
算 子 7 入 的 作用 是 将 吕 ЕУРО АҒЗА Q, Б ЫЛЕ ШЖ, ER 
可 以 仿照 局 部 离散 材 式 写成 如 下 形式 ; | 

Foii Го. PP LZR | 
‚|, 


2 
Ik" = -1,о0 Гоа а,в 


最 常用 的 限制 算 子 有 全 权限 制 算 子 和 直接 限制 算 子 
1 2 м. | 0 0 ү 

2 4 2 | f . 0 I d > 

I 2 1-„_ (00 04 

对 于 全 权限 制 算 子 ， 有 有 

itio cd (i, I) cC QT 


— 


16 


Пілийу = TOR 1.P tI + 2ш} 21A tul... ЖҮ %24%.1, J 
” | *4uj, + 2и? +1} HFa fe +28}, f - ‚ Huaj- 12, 
Жар, ui ЖИ Та RR iu, ЕЗІ Сі, 站 处 的 离散 值 ， 对 于 
A A 
Iit'uj, -uí$ -uf,, (i, D) € n0: 
НТР TEADE, MURARNA TAMER. БЕН 
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RE RE BL rh iu АЛМ и, BS PE] ЖЖ ЕН Ж Ж 
Ж, Бара SIE. 

ERRER Qs ФИ 4,1000, ER DIE PCT üJ RJ 
部 格式 形 如 1 


1 
Ij =g U 2 ІН, 
ЕП 
шун CP ERNA 
| 1 
| drut, = (CH +200; tjai ). 


ЖЕЛЕ АНИМЕ, GCISEISIER USE ERI [ed T МЕНЕ 
的 版 制 算 子 。 

值得 指出 的 是 ， 这 里 介绍 的 都 是 线性 限制 算 子 ， 人 们 当然 可 
以 采用 高 次 限制 算 子 ， 但 从 计算 量 第 谋 考 虚 ， 线 性 限制 算 子 是 葡 
лат, 

4, AER TAIE 

内 播 算 子 的 作用 是 将 Qnr ЕМ E cde 29 D, ERRA 
数 ， 它 可 以 窟 成 局 部 离散 格式 。 先 以 标准 粗 化 情形 为 俩 ， 此 时 内 
За TREES X, | 
Вла Раз Paai |" 
B- 4,9 Вы. В,, 
Р-іһ-і Pea Pa -a/a 
对 于 (1, 站 EDss， 粗 网 格 冰 数值 vut! ЛЕТ ЕНІ, Nun 
ОЕА КОЁ, БІН 

Ui enit = Pk e ib Е,,К,-0, 1, 

因此 ， 只 要 对 粗 网 格 节 点 循环 ， 被 上 面 公式 计算 并 注意 累加 性 即 
可 实现 内 插 过 程 。 双 线性 插值 算 子 
i 2 іМ 
2 4 i 


1 2 1 


Il, = 


1 
Ti = £ 


2 k 
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是 经 常 使用 的 ， 
红 黑 粗 化 阐 格 异形 的 内 播 算 了 于 同 于 标准 竹 化 情形 。 对 于 半 粗 
ДЕНА ТЕЕ, SREE A S ST TE in 
п-п 2 11%,, 
秆 得 指引 的 是 ， 对 2 ИТК ОЛ REI ЕЕ МЕ ЕРІНЕ 
简单 另行 且 计 算 工作 量 少 ,对 2m 脐 微分 方程 应 采用 水 次 插值 为 好 ， 


2:3 两 层 网 格 方法 的 数值 分 析 举 例 


这 里 将 要 进 行 数值 分 析 的 两 层 网 格 方法 例子 中 采用 下 述 参 . 
b. 

(1) Q-[0,I]X[0, 1] 被 分 成 Nx МАУ (Ou, h (= h, = 
1/N，N 吓 偶数 ，Q,; 为 标准 粗 化 网 格 ; | 
di) JgEPoissongfi, LL, 者 采用 5 点 离散 格式 3 
ш) 采用 @-Jacobi 渤 代 作 为 光滑 方法 ， 光 滑 自 子 记 为 Suus 

租 阅 格 校 正 前 作 Y, 步 、 校 正 后 作 ?, 步 光滑 ; 
(iv) 采用 全 权限 制 自 子 和 和 双 线性 内 插 算 子 ， 
为 了 全 有限 维 网 格 汞 数 空间 中 分 析 两 层 网 格 方法 的 路 合 性 、 
Zi BT З БЕ ВА 25 ЈАЈА Ы. 
LL. | КЕНЕН Sl SG 
q(n,x)-2sin(mn,zx,)sin(n,TX,), xC Q,,1<Ç |] n| Ç N — 1, 
(4,89) 


Qin,x) = 281n(n,zx,)sin(t 5,), x € Qi, 115 ~ 1, 


(4,10% 
由 第 三 章 82 知 ， 下 面 两 种 低频 分 量 的 定 必 是 等 同 的 ， 


GTE (реп, х) а -1, «са,Па,) 
00.0) 2 (0 (1,3) ||| < - l, X C QI 


其 中 
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200.) - G(O,)""COG( Q,) "^ , 
Gc, = (Фон, х) 1н] 1, € а, 
салу = (әп, х) Гару = 1), 


BUE, Gams UB ЕЖ ЕЗІ а ООН Ы ата, x DEG TY 
SS. ШР 
Фу-ла (X) = 281n( N -n ax ,sinn,zx, 
-2sin( Nz x, — n, tx, Sina AX, 
-281n(jX — nh xx,)sinn,mzx, 
-{ (х), е, 
-Pann (X), ГЕН i, 
其 中 ， X =jh ОПЕ), Nh -і, 11915, N EB 
河 样 ， PN (x YR у WESE ASLAN ES, 不 尽 相 同 ; 
МТД, зайве, хунтата < - 1) енін - Ng 
的 频率 基 轨 于 一 类 时 ， 如 组 网 祝 上 的 全 部 特征 量 至 多 分 鸭 4 个 部 
分 ， 并 由 此 张 成 一 个 至 多 是 “4 维 * 的 细 网 格 函数 空间 ， 即 
bn - spani9,, (x), Vu su N-mUXJ, 


Фул), Фамы), Тар, 


шіні <q, 上 Bin 是 "4 维 ” 的 ; шіп, = in, -X i, Bia 是 “2 


ЕҢ]; n, =n, =Z}, EE 12878, 
RP, Е.Е „МЕДА Б Ды x 4 阶 的 块 对 
ЖЕМ) щи, Вах 4 阶 对 角 阵 ， 当 п, = он, = 


N 2i}, 它 是 3x 25 РЕ; Шин T = N/2f, E1x ІТ 

ЕЕ, 这 些 短 隆 中 的 元 素 就 是 该 变换 与 忆 ,., 中 茶 个 “基底 ”相对 应 的 

A EB. НУКА dA uj gU LOGSEINGUES., S 
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КУЈЕ Елә АЛ, АТЕНЕ НАННЕ, ЯТА 
xp 4 ra FERE UA CB ERS EET RR ИНИ. 

下 面 讨论 @-Jacohi з ERRIA. 

ЕН ЗЕН? НЕ UR La ӘЛМЕН 


тежеу = (зіп? "> ай е sin: лі ) [п] = ДА - 1, 
MRE Pane ВЕ аааз ЗИНАТ, ЖЗ In] o Ж 
Jo A Lpa FP 425: 

A _ . ніл А тан 

| PER = 4(sin* 5 DA Tsiu* 2N ) 

| Qn N-n = (cos 25-3 copi 2A 

: - (4.11) 

| Ts cau = (costs + sin: 2N " 

„ил LPS. d 
PaA- .m= (sin? ^N + Cost ) 
从 而 5 所 离散 格式 @-Jacobi 选 代 和 矩阵 适合 关系 
S aC) =f” Le 
S (OM Pan yn, -m ~ Py -nuns ш 各 
一 Şa OH Pann P-n N-n TT VN nina? m po- 
S (ӘР BD RB РЕЖ 
(1-жЕ-%) 
3 
| 1-06(2-6-%Ф) 
| 1-61-64) ' 
Б 1-а(1+2- 9) 
509) = ін <, 
= |pi-ecio М 
| 1-o(2-£-9) P 7r 
[1-@(&+1)7],„,, n, =n, =, 
(4,12) 


Жин, = іп? SRF? "-7sin* a . 
АН 5, „Соу ДЕТЕ АЈ ЕЗІ Е,НАС5, (093) = 
-TALO BEDARI (4,11) 式 中 的 诸 量 ( 工 :的 特征 值 ) 代 人 人, 即 可 


验证 (4.32) 式 的 正确 竹 . 例 如 ,将 杂工 ) = (сов? 2 cost zm | 
ЖА, Be 
ACS 4,,(0)) = 1 7 (сов? соз oa 


=1-®(2-&-41}), 
下 面 讨论 7 所 对 应 的 特征 值 ， 由 于 


Iy*t: E pnns pan Ont DESET 
ЇЛЇШ ЛЕ, МЖ ШАРЫ yT Rua ka Ma £ 


TiAl -EN -Hen EC — 1 1 ET, (4,13) 
ШЕРІН вран(Ф,,, >E p АЖАЛЫ Ы | 
f7ba-560(1-170,80,£01—-75,(1— £001, (4,14) 


2 HATH ЕТЕР, ЖЖІН(4,130941(4,1405, WRA 
Кк = a- ГР, ГУЛЬ», 

By 2E 38 Mi ЕЕ. | 
kuu in] cN., 


КТР, = 《2x2 阶 全 等 阵 ， ni 或 4。 = 5, 


А (4 15а): 
| М 
1 x 15748 EE, Mi =n | =, 
Жай, Ф=Е (1-&)+16(1—11), bi = (1-8) -m, 5, =ë, 
бъ = 201-1), 6, = (1-8), с, =b (8 +m), с.=5,(2- 5—1), 
es = 5,01 - Z+ fP), c =b, ,(1+ËE-T), 
Ax. WA CLE (4,12241(4,15а95, BEIRAREN 
方法 算 子 
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МІ Кул Еу. 
APERTE 
МІЗ, = Sp aOR hasi (о), (4, 155) 
这 样 ， 两 层 网 格 方法 算 子 的 谱 半 径 2 的 计算 问题 ， 就 转化 
为 计算 至 多 是 4 x AB EABERM ЕЗІН, БП 


М 
Ini sf. 


e(Mi = max{ МА 


БАРМЕН КЕРӘ oh Ук», +u, 的 (因为 PC АВ) 
PIBA) MEM ЕЕЕ {ЁН Л k hii 9109)» AEM 5] 
Eti 
PLR, vo) =P(Mi' (5,v,0))5, 
+ E ] 
p (v, e) =sup{ och, v, o) [hsc 1), 


Жр e ERNEA TEKKE, C5 A ЖН) fBotu 
ЖАМ-ПНЫИК BERE SUE EE, JEE &EXEBU. BARA 
出 的 p* 联 间 第 三 章 (3,6 SXLEE LIB ЕУ Со) ОР БН 
4,18, 

成正 4.1 中 的 数值 可 所 如 下 几 点 事实 ， 

(1) 当 @=0,8 时 ，w-Jacobi 方 村 的 光滑 效果 和 两 层 网 格 方 
汗 的 收 伍 雍 果 比 @=0.5 时 相应 的 效果 好 ,这 正 符合 第 三 童 加 ,1 中 
的 分 析 ， 

(ii》 表 中 粗 横 线 以 上 的 数值 宕 明 KY 与 p* 等 值 ， 而 宕 中 模 线 
UTARA Г n* 5 р* 的 差 值 随 着 + 的 增加 而 增加 ， 即 出 
现 光 次 因子 减 小 、 收 令 因 子 增 大 的 现象 、 这 表明 ， 光 请 次 数 Y 增 
大 ， 虽 然 高 频 分 量 被 大 盟 赛 三 了 ， 但 经 过 粗 网 衬 祷 正 后 叉 引 进 了 
新 的 高 频 量 ， 从 而 光滑 作用 受到 了 部 分 抵消 这 一 事实 告诉 我 
们 ， 过 多 的 光滑 步 是 没有 必要 的， 光滑 效果 应 和 粗 岗 格 校 正 的 效 
нні, ТЫНЫ ЕРЕН» 是 理想 的， 例如 ，@ = 0,8， 
у2 2-3, 
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Жал ЖАТ) ЕИ АНКЕ EST pr (y ,0}) 的 比较 


| а= 0,5 ' | Q = 0,8 
F ү  —— — — | 
ине | prowa) | Gto» | eoo) 
— I-————— -——-— — — 
1 | 0,180 | 0.150 | 0.600 | 0. 600 
2 | 0.563 | 0,563 | 0.360 | 0.360 
3 | 0,422 | 0.422 | 0,216 | 0,216 
4 | 0.316 | 0.316 | 0.130 | 0.137 ` 
5 | 0.237 | 0.231 | 0.078 | 0,113 
6 | 0,178 | 0.178 | 0.047 | 0,079 
7 | 0,133 | 0,133 | 0.028 | 0,085 
8 | 0.100 | 0,118 | 0,017 | 0,076 


ЕЕ 0.075 | 0.106 | 0.010 | 0.068. 


10 | 0,058 | 0,087 | 2.006 | 0.062 
нін зи зра ИНИНИ, ЦАРИНА 


(ii) 最 令 人 兴奋 的 是 PTE, BUBSESEQMJS ИИИ ЕЕ Б 


В OX. АЧ ЕИ, А — ЫНАН ЛЕ ООП А 38 ОА ЕРЕН 


БИН, АРН аҚ ажы 


一 个 本 质 的 进步 。 当 然 , BRESBOARZJS ЕАС В оа, у, вур 
ИЕЫ А НО, ЧАВА, обл, у, оН Е 
Fip*(v,o), 5-ШІ 4.2 НЕН 25 3530 SJ. 


ЖЗ ТЕТ ЛЕ НЕН 2 ІНІН ЛУТ ТРЕ ER Ez 


ES БЕРСЕ НЕН, СЯО ТРЕ ИОН 
的 政策 特 竹 ， 这 种 分 析 方法 称 为 模型 分 析 方 法 ， 用 这 种 方法 也 可 
以 分 析 使 用 其 它 光滑 方法 的 简 型 问题 两 寡 网 格 方法 的 收 化 特 


Wr, АНЫ 21053 ЖАНАМЫН ЖІ, ЖА gh 


将 用 其 它 方法 分 析 两 层 网 格 方法 的 8 无 关 收 人 证 性 。 
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X42 MEAR hr oo ftkiTot(v,o) 


@ = p. 5 іс 0,8 


—  ——. —əƏə— VƏ... — — 


у= 1 Уе: y=4 у=] |y=z> | уз | 9-4 


—— E E EE EE 
| 0,745 | 0.555 | 0.414 | 0.308 | 0,522 | 0,351 | o, 208 [0.125 


———— M NN _ _ 
1/32 | 0.749 |0.561 | 0.420 0.314 0.598 |9,358 | 0.214 [0.127 
1/64 |o. 750 |0. 562 |0. 421 |0. 316 | 0. во0 0. 389 |0, 2,215 o. 137 
1/128 |o. 750 | 0. 562 |0, 4220. 316 |0. 600 | 0.3 .360 |0, o.z1e| 0.187 137 


p" Ж), Jo, 750 |0. 563 |0. "n 316 |0. 600 | o. 360 0, 21610, 137 


55 多 层 网 格 方法 


31 甸 展 网 格 方法 Y 插 环 


两 层 网 烙 方 法 中 可 求 准 确 解 出 残 差 方 程 (2.8)， 这 仍 是 困难 
的 而 且 是 没有 必要 的 ， 因 在 较 粗 网 客 雇 0,; 上 解 残 差 方程 的 工作 
量 仍然 相当 大 。 人 们 完全 有 理由 在 0s* 出 铬 层 上 不 是 解 出 (2,3) 式 
中 粗 阅 格 校 正 量 的 准确 值 ， 而 只 是 用 迭代 法 求 出 其 近似 值 ， 上 是 可 
以 在 更 粗 的 网 格 层 上 重复 使 用 粗 网 覆 校 正 过 程 和 光 消 过 程 ， 仅 在 
最 粗 出 祝 层 上 才 准 确 求 解 残 差 方程 。 这 种 在 多 网 格 层 上 进行 达 代 
校正 的 方法 称 为 多 层 网 和 阁 方 法 。 由 于 在 最 组 网 格 层 上 求 残 差 方程 
的 工作 量 很 小 ， 内 插 、 限 制 过 程 的 工作 量 也 很 小 ， 所 以 ， 洁 多 层 
网 可 方 法 收 襄 ， 则 它 可 以 达到 大 幅度 减少 计算 工作 景 、 人 快速 地 数 
值 求解 微分 方程 的 目的 . 

* ЗОГ + 


Хы, EX —7T HEIIE3IQ, 0, 0,722, яо, 
Uü E FU Н ФБ Е. ОЛЕН ЕЕ. AEH, Я,(і-і, 
2", D EQ, 层 的 网 格 步 长 参数 ; о, EL k ра Жі 
DGD WER БЕКЕ ЖЫҚ А PORE E TAS SER 
[АШ EH 

Li (0 一 人 (Di)， Sa GCQ,)--G(Q), 

IV GDG), Tia GOD, 2 GC) 
УЕННЫ РО НЕ ЕРМЕН, У AREN 
зн ГО ЕЕ ЕРТЕДЕ. 

AJ JR Hg ЕНЕ EZ SE 

Lit i= f (4.162 
TAHA En Eu, ӘШЕеӨЭЕБЕИЫЕЛЕНЕ-РЗРЙЯМЫН, sj 
8-КЕ YEIMBI&RIS Est VIO IB HIE Z3 iE 
ВУИ РИ F: 

E~, 1=2, EP EB EHE, ШОРТ. 

RED” 2. }&# ENDI 

1. IERDE} 

ТРЕ ЕЛАН SI, IDRE vi nOA Р 
Hi, E 

| | HI, =Relax(s], Li fi, v1), 

2, ER BE 

WAJEEXEEXE dj-a = ла =i f- Lai), 

计算 校正 最 hhg HRADE 

| Li i- UI. = dj_, 

Ei- RULES ЖИНОМИЯЖЯЕНЕОІ. 1) 

УСЕН vi. =l atja 

ТЕЧЕНИЕ Hdl, -UÍ-c v. 

3, МЕЗ 

LM; =й +o DDE, TEQUE БАҚА ШЕН тыруы, 
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便 得 到 经 过 一 个 多 层 网 烙 亚 循环 选 代步 后 的 新 近似 值 ， 即 
ult = Relax(ill, L,, f v1», 
为 了 进一步 加 深 对 多 层 网 格 方 法 实现 过 程 的 理解 ， 下 面 作出 
3 层 网 格 上 的 一 个 六 逢 环 的 具体 计算 步 愉 解析 {参见 图 4,2) 和 /个 
网 烙 层 上 利用 瑚 循环 求解 离散 方程 (4.16) 的 计算 框图 {参见 图 
4.3). 


Ту: e Ф - 
ні =Relax tui , Laa Japi ni = Relax , Es, аа 


з= fy = Лані Шар) +7] 
елігі Hin 
Ёз p3 = 0} 


二 一 


pj = Relaxt, £z , d], yy P= Od =Ңеах(ы], Ladi, 1) 


i 了 an ` 
@› ы 133) bi шер + 
d] = 15 a: СИЕЗ 


иш 
ORFE 7 老 示 具体 计算 ср Жж ЖИЙ ИЕМ 
PETIT. VETT. ге алата 


图 4.2 ЕЕ ER CM ДАНА РІНІҢ 
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ЖЕЩЛ Liu = F} 


fEs8 Ж focii н 


К:-і, 


U; 1345 dr = Р, 


04:7 Relax Gn LES dL PEO 


di-i m ЕСІ (d. — Fan) 
Кі-К-І 


-m 
MU 
HB ge d BERE LIU d, 


um HU "тысын ty 


Bi 二 Relaxt LE. Tn ғ 


i 
Des 
ба! |a 
FES 
STOP 


54.3 1! 层 网 格 Y 和 性 环 解 离 艇 方程 的 FORTRAN 流 程 图 
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由 图 4.2 АРЛЫ ӘРЕ ЕТІ, ЖАКЕ 
ЖЕН J an F JL 4° 22 Ш. ШЕНІНЕ 
代 ， 限 制 ， 找 残 差 方程 的 较 好 的 近似 
Ж, A BERAR. ӨЗЕНГЕ 
EN. БЫН, “ЕБКЕЛЫР 
(B ERSCEn ER EJ PA ES WS 22 23:29 2E i 
的 逐步 递 推 结 格 ， 参 见 图 4.4。 
5,2 REESE ZB X ШЕ 
方法 Е 4.4 


{ 层 网 稿 六 循环 方法 和 实际 上 是 定义 在 & 和 01_y 层 上 的 两 层 网 
格 方法 ， 只 不 过 应 用 了 -1 层 网 格 伙 循环 的 一 个 选 代 步 去 近 做 求 
oO; LBS БЕ КЕЕ НЕ Litra = d. 1% 


Ж%: Ж; | 
Қаз (HA É Re y CO НЕНІҢ 


nim j БЫР s 9 
Ur =u (Н) r= 0 


РЕР 0 


=! 


К<} 


ЖИ ЕЕ. 
Ki—KYI 

uit. T н; 
FELT 


КЕМУ, 
H; t= Relax (Hs Jab 
ВІР БЕ. 
Ж іч K — 
к 


fi mF 


E 4,5 
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АРЕНЫ, ЧНАМАН-ІЕ БАР ДАНУ АКЫНЫ 
式 ， 达 到 近似 求解 和 -网 格 层 上 的 残 差 方程 的 日 的， 这样 就 得 到 
了 种 种 不 同 循环 方式 的 多 层 网 格 方 落 ÉE] 4.5 XR T = ТАЈ 
БОКТЕАМЖЕ. В 4.5 只 描述 了 j МАР, КИН 控制 
的 : ?的 不 同 数值 可 以 实现 不 同形 式 的 循环 过 程 。 当 ?=1T 时 ， 它 
ЖУН, Bu4.6a) 简单 地 宕 示 了 它 的 一 个 舌 环 步 ， 7 =2 时 ， 它 
ЖУ Е, [314.650,00 简 示 .了 它 的 一 个 各 环 步 的 结 Mui y = 1{k 
为 偶数 》7 = 2(k 为 奇数 ) 时 ， 它 的 稍 环 结构 如 图 4.6d).e). f) 所 
不 ;也 可 以 设置 其 它 的 Pi， 设计 出 不 同 站 构 的 多 屋 册 格 方 蔗 ， 


Р-1 Үкс2 ү=2 
[=3 [=4 


一 _ 1, kA, 
Ра b, кан. 
Y=. p =Y, ?= 7, 
I= 3 = 4 1-5 
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多 层 网 烙 方法 的 计算 量 为 O(N (参见 本 章 33, 4， 其 中 入 ,为 
41 的 节点 数 )， 这 是 一 个 很 好 的 指标 ， 多 层 网 格 方法 所 需 的 存 贮 
二 也 很 小 , 除 必要 时 需 存 贮 系 数 短 阵 非 零 元 素 外 ， 一 般 只 需 2x 4 
个 数组 ， 图 4.7 表示 多 层 网 格 方法 中 存 贮 单元 的 使 用 情况 ， 这 里 
ДУТИ, ЕРМАК. НЭЭН, Р 
ВАО ЕЕ ВЕТ, c ВЫЕ АЗАН, 


£d; £2 1 21-2 е. 0; £A 


E] 4,7 


ФЫМЕЫНЫ КЕ Rab E 3 bD B. Б А 355, КӨНЕ АН 
可 六 本 章 84， 这 里 只 举 出 一 个 数 例 。 在 单位 正方 形 区 域 上 ;采用 
5 所 网 散 格式 解 Poisson 方程 ， 按 图 4.5 循 环 方 式 计 算 ， 洗 用 的 参 
ЖА Уҙза2, imo, I=5, 则 有 

当 7 =1 寺 ， 多 层 网 格 方法 的 收 语 因子 是 0,1682， 

当 7 =2 时 ， 多 层 网 格 方法 的 收 语 因子 是 0.07356,， 

щу = 8 时 ， 窗 层 网 格 广 法 的 收 敏 因子 是 0.0738， 

ДЕН» Р ХУ = DURARA T Y ER = ІК ОЖ, {Н 
矿 循 环 地 多 花 费 了 一 些 计 算 量 ，?y 关 3 时 的 收 敏 率 并 不 纪 ? => 
多 少 ， 它 们 并 不 适用 ,Y=1(k 为 偶 数 或 奇数 )、7 = 2(k ЕЖ 
或 伪 数 ) 的 循环 方式 在 半 粗 化 情形 和 红 黑 粗 化 情形 也 是 有 用 的 ， 

H TES КЫЗ ЕЛЕНЕ ЕР, MURERE 
151 2 ЕУ bae КИЛЕШЕ ЖИН НИ, (BUR Apc 
# ЕМЕС HUM. MITRE FINES Shkak ИН. Ж 
#&——› ТЕКИН ИШ НО, КЕНЖЕ, RRHH- BEBERE, 
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直至 最 细 网 格 层 中 ， 这 样 可 得 到 一 个 较 好 的 初 值 ， 办 法 二 ， 在 最 
inm ED, ЕЕЕ, БАРЫН о, KEFE A 
4U МЕЗИ ОХЕ РЕ, И ЕТЕНЕ Еа, БАЁ 
得 初 值 为 止 。 用 办 法 二 获得 的 初 值 当然 比 用 办 法 一 获得 的 初 值 要 
Hm, 


3.5 完全 多 展 网 格 方法 


根据 改 养 送 代 初 值 的 考 虚 ， 人 们 提出 了 不 断 改 善 初 值 不 断 进 
行 多 层 网 粘 销 环 的 完全 多 层 网 格 方法 ， 共 基本 实现 过 程 如 下 ; Ж 
Ей, Ж Б ЕНІ iu = fu KREBS ARA ааа, АП 
得 到 用 于 求解 工 :us = fa 的 一 个 较 好 的 初 值 ， 利 用 多 层 网 格 方 法 
的 适当 个 数 的 述 代 步 (使 用 循环 方式 参数 了) 求 得 4s; 再 不 断 使 用 
内 播 和 多 层 网 格 循环 过 程 ， 直 到 在 向 层 上 求 出 离散 方程 Быш, =}, 
满足 精度 要 求 的 近 修 解 。 | 

ожа, БИН, б” ЕК АТК Ж Lu, = 
АЙУАН (WAE ui) UE 

Меи, Lo fo Yi): GG) 一 一 
->G (R), ЕКТІ 
RR AE АЛЕ ШИН 
ЛЖИ Ааа ES 4, ВЖ. 


355: £ EER уне i - 
жик ЖИЛ, visae | Les Mesi лә | 
Л СВАЕ ЖЕТЕЛЕ £ IR PU 


方法 的 效率 ， XS fk Pñ БЕШ СШ Ye 

ЖЧ АЈ, EAJ ELERAN 得 到 关于 上 rt = fr ВИЙ E 

度 过 高 是 会 付出 很 大 代价 的 而 且 SUR Ж а UD: 

ДЕ ЙЫН ДАЙ, -WEE M Ja ЕЧ 4,8 

BO EE Lu, = АВЛТЕЖВФИНИНЕНІГНІ, 另外 ， 在 完全 多 层 网 
274» 
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ETTA ЖА САЕМ ОЗГАН 的 揪 值 ) 误 差 阶 至 少 应 等 
二 相对 相 容 误差 阶 。 

НПА, SRA RBE, EST TWE L H 要 作 一 个 
МОВЕ {#5444 КЕ ЕЭ 2E IURI E TTE 1 "7. 

下 面 列 出 用 完全 多 其 网 格 方 法 数值 求解 
|7442 —3y/(x+1)— y? /(O 125, (x,252€(0,12 x (0,1), 
u-0,5y*/(x-1), ех, у?) <да 
Hy3 EE. geXRdEIRIBSBUXEAERu-0.5y?/(x-1, Ни, Ж] 
KH EQ JE НА XAR. d. nin E E H> 2 Z ЕК 
法 获得 的 数值 解 ，1 表示 Euaclid pt, Жр РЕА SEA 
参数 =2 的 玉 循 环 ， 层 间 光 滑 次 数 一 律 取 *= 2。， 多 层 网 格 循 环比 
AX Hii ЖОҚ, 袁 4.3 中 列 出 了 采用 线 竹 内 播 的 数 利 结果 ,容易 看 出 ， 
每 层 作 2 个 MG 揣 环 步 比 作 1 个 MG 备 环 步 要 好 一 点 ; 4.48 ИҢ 
了 采用 三 次 播 值 的 数值 结果 ， 容 易 着 出 ， 一 个 MG 循环 步 就 能 取 
得 注意 的 效果 ， 


3.4 计算 工作 量 居 计 


ЕР”, ЛЕЕ ИЕ а, 上 解 残 差 方程 所 需 的 计算 量 ， 
Wi. OREO: ELS. 204,520. 层 间 限制 和 内 播 的 计算 
Ha. И, RTE, 0 RRE L iki k 层 网 格 方法 的 总 计算 工 
ЕЕ. МНЕ ЕА У, връв е уа 
倘 计 符合 如 下 递 推 关系 


[P Wi tW, 
H... = Er + УИЛ, k 22,*,1— 1, ы) 
ЭРК k X. ЯА, HALIDE 
і 
Мұз у Иру), 122, (4,18) 


例如 ， 对 标准 租 化 情形 ， 粗 细 网 客 点 数目 之 疝 的 关系 E. y, 
dN 1 К-2,3,-, |, 由 于 采用 局 部 格式 ， TE 0, 层 上 作 少 数 
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ЛАУРА ТЕЕ ОСМ): h 和 Qc. БІН PIS SURG PL ТЕ 
算 量 也 是 口 (Ci MAWE: = ОСМ). ӘБІШ, RH C4, 180 XX, 
Wf An—-4- P SEK (Y = UBA 
Н = ИІС + +++ +, 
=Ç (Nit+Nr "ЭМ М) 


1 1 1 4 
=CN (l+ qutm 411 )= СМ» 


TB ESSE EB 48 
. 4 
x CN y = L, 
еден, is y = 2, (4.19) 
: ex. y=3, 
O(NlgN ), Уғ1, 


ХА УЫ Ж, ШҮУ E 26 dE H. N = 
Tt-i 时 ， 利 用 (4.18) 式 可 得 
v [e УС» Tet (4,20) 
QGNVAgN)., Yer, 
(4, 20055 ЗЕҢ, HEY ты} E ОЗА — 1 STADT ERG 
Y MORES GE ЕН, ИН ИШТЕЕ ЕШШ БЕ 
NI, PTS ЕНЕ ITUCR MATRIS ES E SEBCI RES LH 
置 仍 与 最 细 网 格 层 节点 数 成 正比 ， 即 
W = ОСМ), 
XA — TER ARCA ЕЕ Y 25 Е Ы (4,16) ABS DER — 4520 
ONDON DXX ERR. FEL SM МЕНЯ T SERRARA 
мы. ЭАШ ДЕЙ, БМО, Z Е, ФЕ ЕЛЕ m 
RRETHOR, НЕН ИР СЕБУ Ra ТҰ, EENM 
ЖЖ ЕЗ ТНҚ КЫ AGIR, отаны 
Яя, ИЕМ DRE. MAr S КЫЗА БЕБИ ЕЕ; 
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НУ. 256 SEMRA RRIT ГОТЬЕ ВЈ О EG БІН. 
(AGATUR, ЗКУ НУРДУН УНУ EISE Р А.П 
的 重视 。 

对 于 完全 多 层 网 格 方法 ， 很 容易 估计 其 整体 计算 量 丈 ， 例 如 
对 标 谁 御 化 情形 有 保守 估计 : 


了 = ЕЗІ ST, (4,21) 


Жн, Wu pb, УТ на. :到 2; 插值 过 程 所 需 - 
四 工作 景 ，Y 袁 示 循环 方式 参数 或 表示 层 间 所 作 的 多 层 岗 格 循环 , 
步 数 ， 一 般 地 ， 完 全 多 层 网 格 方 靶 所 需 的 计算 最 比 一 般 多 层 轴 和 格 
方法 所 需 计 算 量 少 些 .完全 多 层 网 格 方法 也 是 一 种 渐 近 最 优 算 污 . 


34 SEMEIA EAE 


43 SRB 723 TE 


ШУ = MARTE LEM EASIER ik yn FU 
T, МНФЫМИЕЛЫНРННУН Кі. 
定理 4,1 时, 适合 递归 关系 
地 
Mur = Si (Tr ~ ТЗ (M ODL Т Bhata DSa, 
k =2,3,*",1— 1, 
(4,22) 
证 明 — H1 CAL ED ZEB ADM :是 正确 的 。 
ACD, 1 和 Ds 层 上 施行 两 层 岗 格 方法 ， 则 据 (4.8) 式 有 
М. "Уа dka It*'Li ! Fi. TATE. My ii. (4,23) 
FRIES ЖУРЕТИН, Яжаневншо МАО, mn 
ЖЕЛЕ Qs", О, ЕМЕЕНЕ, НУРЕ ЖЕДІК ЕЯЫМ ОТЫ 
АТ» ама РАК, Ню ko. ка RR 
伐 值 ， 这 相当 于 求解 残 差 方程 
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Liwr = d, 
UE DHE, 使 用 了 和 迭代 算 子 为 M (ESERI ER А T) 


的 迭代 方 靶 : 
(rr =M. + B, 


шк = 0, 
ЭНА ГУР СЕЕ, РАТА ЯК, AWER). ТИЯ 
w= Mw 1+B= M I(MiwY + B+ В 
= =l, M+M} +e MICHMISDB 

“(1,-(МИОРЭВДІ,-МІО 

=(T, “(M Nw = (Г, M OL di, 
WRBA O,-,0. RES ЕРЕМЕНКО» ЖИ 
RADET CO, (M) ) LiB. 23) 式 中 的 D, ®ЙП 1404,22) 


APRM e ш 
29d ugs Ed 8, RU, DAREA 


Marr МЕ ARNM YAR Е-2,3,-%,і-1, 
pw = Sl s IET? ; 
Aki = Li Pii Dias аә (4,24) 
Мун = 5р. (T, Í C TEL H hL) St 
R PIRRE- GERM ИИЙ, MURUS (4.24) 式 可 得 多 层 网 
ЖЕРЛЕ ӘКЕ SE RR. 
定理 4.2 ЖЗУКесі-1, -WA 
ЭАРТПЕТАГЕРЛАМИРТЕТ C. 
ЖУ, ИМ, =? НАЖ TEX 
T 720^, fp GY + CC) (Е-1,2,-,і- 1), 
. ABRAN, HFHH А Ei, ARTA А ЗЕ 
关 有 界 性 ， FE Art ELAR ЇН НЕЕ ИЕН 
TA. SENEI EN p ERARA ОАЕ РО MEMA h Ж 
Xe. 
• 340 •* 


4,2 ЖЕЙН J TÉ BUR E R T£ 
iX ЕҢ 72 КИЕ EO, ата, ЕЛМЕНЕН НА А 
My = үг, Ik-6L ы LI SQ, Ео>2. 
А ГЕН ІНІҢ, jv.-0, v,=+*, MRAR EERTE 
ЖАЛАУЫН», ШФББАМИКЯОЗАЯЕ TIRSA 
ME = (1, TE LilTE L Si 
=(Li -TLiilt L Sp А 

РУЛЫ, ЖЕММЕН ІІІ-ІІ, 

ТЫН ЖИ ЛЕМ ЕТЕРЕСГГОЗЖЕЛГИРЛЯГ БН Ж Ж, 
Еру [Siv Де 560 ИЕ о ВУ E T ЖЕ xk dx 
的 站 消 特征 且 supl L Skil HERRAT, MALLS 
a ЛУБ ВЕЧЕРЕ НЧ РКО E 另 一 方面 , LY! 
= ГЕЛЕ l dus f ARR ERAR S- EGO,- R 
Р ЕТЕН ОМАН Е ЕН, EGO) 的 效果 ， 所 以 
| ШЫН ЛЫН САЫРЫҢ W NE М ЖОҒ rH 的 租 网 格 
EORR. ЭХ, ПИЯ ЕЕ ИЕНІ 


НЕ, 
定理 4.3 ы 
“w WW E” 
| Less ттен k2, 
T(v)—0, . v-»cc, 22 5h 3X X, (4,25) 
和 通 近 特性 ” 
H Eit- Tk- Lit | ent, kz, (4,26) 


c 是 与 上 有 无关 的 常数 ， 


HE MEEI, EE 
Hl MEC cu xoc, 
定理 4,8 的 证 朋 是 显然 的 ， 不 必 乾 述 。 值 得 指出 的 是 ， 科 由 
CRR E ЕК BE" IEBJ WR E ERR 77 23: КІН ЛА РЕ 首 党 由 
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W. 了 ackbusch 引 用 的 :01， 这 一 套 水 法 由 于 采用 了 模 的 估计 ， 
其 光滑 特性 的 描述 林 同 于 第 三 章 825 两 层 网 格 方法 收 作 性 证 明和 
撒 述 办 法 也 不 同 于 模型 分 析 法 。 模 型 分 析 法 虽 能 定量 分 析 两 层 网 
烙 方 法 的 收 鳞 率 ， 但 局 限 性 大 且 过 于 烦 杂 。 而 定理 4.3 的 分 析 办 
法 盖 内 能 定性 地 描述 两 层 效 衬 方 法 的 惧 笋 率 ， [ECE BS G5 ЛИЕ Ў 
ІСКЕ На ГЕ OR VUE ТЫҚ ЕСЕК НЕ ЖЕ”, 
НР IRUS ЕЛТАНУ УШЕН Е, qmm DAE КУЛАА 
ЕН ТІНІН ЗЕ KHAI, МАНША ӘНІН PN Я 
Tg RR PE ЛЕС ЕНЕ ТИН TESTOR ВЈЕРЕ", 
БИН ЫЛ HRERS TETI ЖБ e aaa rJ 
参阅 [13J， 或 自行 推导 证 明 。 


13 ”关于 差分 算 于 “ 通 近 特性 ?的 估计 
定理 4,.4 .如 打下 列 条 件 适合 


《KE (4,27) 
ME Se {ЙН Se (2, | (4,28) 
| Із, Sig Eki Ы - L -аі жей, (К®2) (4,29) 

上 一 ep (ken), (4,30) 


Ljosa SH Eav Selva (V 2, 4, € GL, K222), 


(4,81) 
Ju 逼近 特性 ” 


РЫБЕ БІНЕ (VY k>2) (4,32) 
REAL. 
， ”证 明 任意 引进 一 个 适合 (4， ?8) 式 要 求 的 限制 算 子 ?1 jt 
3RE CA 320 d i E 20 
| 二 
= СЛ, ГЕЛ. ГЕ Ба) РЕЗА 
-F-a Lil ETIL dE 4 一 Lx- IPCL,U | 
SALE Mial ELi E Elh Ө БШ СУУЫ OL 
. 382.» 


АЙ ТАТЫ? 

REA БЕ И ЕН ЖЫЫЛ/ҒА. 由 (4,.31}) 式 育 
PHI чс, 
ЕҢ C4, 272 ICA, IDRA 
РАЧЕ IL hS 
H (4,27). (4, 28)8(4, 300 3X Д1 
[er Ea UO FILI Sehi- 
Hi(4,273 — (4,29) XH 
ІІД ATE Li P «ei... 

бетт АҚ, FEO SDAR. O О. 

КЕЗЕН ATTE ЕМ. (4.27) ЖІ (4,28), 
УЮН Л Т ЕАК L ЛЕППЕН НЕШЕ ТІРІ Ti 15535 
ЖЕ, Il ELAN PEA НАС, ЕСЕ 
-РЗЕ ЖАНЫ (4,300 X АНТЕТ Ж ПЫГА 
МЕНЕ, АЗЫ ОКАСА — ЖЕН УРЕ 04,27) 04,31) 
式 的 诸 条 件 中 ， 最 关键 的 条 件 基 Li 的 正则 性 和 (4.29) 式 ， 后 者 
JE XR ГАРНАА Ч TE IS L АН ТИЛ ЕТ, 
XX T 3 PF34823 РАЖАА ШЕТ Ip! ҚАНА НІН 
TEE. CREJ RANEE ЕКИ  ЖЕНМЕ ЫҒЫН НЕШЕ 

4.4 ЕКИ ЕТЕ 的 估计 


这 里 以 再 elmbheltz HÆ - Au + eu = Ж (с=0, ШИЕ 
Poisson 方程 ) РЕБКЕЙСЕ ЕЗБЕ КЕТЕЛІК ii 
в, 身 : 层 上 的 5 点 离散 格式 记 为 上 :} ЖВНЕ РЗЕ СУБЕ, НЕ 
RIERS u 显然 


„> 358: + 


— 1 {) 
E 4+ chi Cp 0 4+сАї o 
- 1 0 


0 ] Í 1 (4,33) 
| Li-|i1 0 9, Li-:0 0 | 

1 | | 0 
| Ly-7Lií-Li-Li SELE LDLR. 


这 种 情形 的 台 8 方 法 是 经 常 磁 到 的 ， 它 的 “光滑 特性 "也 容易 分 析 。 
定理 4,5 HLL- Lİ- LIH. Ійтіа,1,, 9,20, 
{т =114[=4,/2, WA 
2/3, 9-1,2, 


РАНЕ ТЫ x-h oy o" 
1 (y—2) * / э, v3. 


2 
证 明 因为 
 LySU=(d,1 r Li- ра, LDD, 
Pr il 
p(L,Sk)=]L,Srt| = тах{(4,-2Кел)]А/(4, - |D 
其 中 4 是 Lt 和 工 { 的 特征 信 ，Re4 是 4 的 实 部 ， 
Èx = Кел, У-|АЬ MEL- У, +yli »e€ro,d,/2], JÁ 
if Ex RICE ^ 
[L Sii ФО) 7 ФС, у) 
—-(d,—-2x)y' (di -2xd, + y?) 


2l "i 
навол Eat y^. 


(4,34) 


Ф(х, у) «mo, d./n =4(1-7=)/(5-1) . 


`. ARD Bons d ИЗ КЕНЕЛЕРІ. 
XM o- /Vi му-і,шн, Ж-4,/2<х<4,/2, | 


. 394 * 


БИИ (x,d,/2) (Ex = —d,/2 ЫМ ТН 24, /3 故 证 得 


(4.34). Ін, 

(4.34) 式 右 端 是 一 个 关于 МИЯ, EAT), МАНІН 
它 改写 成 (4.25) RAWE., BE, Po) AIV ч») 
"与 2 无关 ， 且 当 %-x + wona, 由 此 可 知 ， Ж 


НОС ҚАН ЕНЕ” (4,2535 fS. 
55 有 限 元 和 名 层 网 格 方 法 


5.1 有 限 元 多 悉 柄 格 方法 的 代数 解 县 


3e vt te 4 fi] nt , 

Jiu) »a(u,u) - 2Cf  u)e» min, уиєн}0), (4,38) 
Еңтик жә - IEEE 

949,0) = (fF,v), че нк», VoE HID), . . (4,38) 


Жон, ВЕ ААСО) Sobolev ајан СОЖ URB Е 
сен, НИС. 3 BECA, ORFE. 

为 用 有 有限 元 方程 解 (4,35) 式 或 (4,36) 式 ， 先 给 定 0—0 
ЗАН МЕЯАНУ МО» 再 将 91 细 分 一 次 得 04; 如 此 继续 下 去 ,得 网 
ID XINIETID: Oa, 01 有 ,为 最 组 网 格 层 , одод. 

TE 2.9 = 1, 2," э. PI ЖЕЛ fS Ез, 可 得 由 线性 
内 插 函 数 移 成 的 试探 函数 空间 六 和 与 《4.36) 式 相应 的 有 限 元 过 
程 组 | 


epe) Л үнер, q = n a (4,37) 
. fH EIENE | E 
n —— | 
T a(n vi) = (f, vi BAV Vi; | u (4,38% 
| "=u; +w, w[-wu-uj, ЖЕСЕ 


ИП(4,8805 IO i, э] + DT дини ОЛЕ Fe EE [ЦЕ Ж. 
+ 385 * 


ЕЕ, ei: WEDE 

alwi, vp = (Р, ч) -a(ul,e), Vo ер, (4,40) 
ЖҚЖ ЛА 3202525, d. 4.30 X.BgDE-—- af ЕЕ, (4, 0AE 
жалдары vp". 

(gi,vi Се) аби), ra ЖЕРІ, 

PRU 4000908 кылы ажа. 

当然 对 任 春 给 出 的 近 修 值 wi. ЖЖІН (4.400 AAL НЕЕ RE 
1 能 达到 求解 (4.38) 式 的 目的 y ;其 工作 最 与 用 《4,38) AREH 
65325 Вз 然而 (4.40) 式 可 被 看 作 是 校正 量 ЛЕРІНЕ ІШІН, 
Jew 2a, (wl,wi)- {зе jamin, iwi; тер), "(4,40 
ЕСТІ EVRAT, БТА КЕЛЕ V t` a EBOSBUMB, 
КІ 


аз Аз E mE 
TEENS !, Ф.) = (r f U,. 12, Wu Ci. (4.42) 


Жерш {дк Ие ур о ERA. ЗЕЕ: 
TEQUE A EET 14. Hii ' 
' irt; Ам Ды лр Р 
йж NN 
| Twi = ‚ЄР. "U | (4, 43) 
Еле арас s | | 
О a; Ро „уе ӨҢ riva) 
Oi- (91 4,94 9) = Cr 9) 1D, Vu € V1... (4,44) 
ЕІЛЕЙТЕ ӘЛЕККЕ аум ЕКІ?) 
BE V7 77 78 E 
шеше Il mk. Sn [ y wf. 
AMAZ, PARRIN EO- ,上 的 残 差 方程 (4.44?， 可 以 
求 得 细 岗 格 层 9 上 的 (4.38) 式 的 解 ， 这 一 过 程 称 为 有 限 元 相 网 烙 
较 正 过 程 。 应 该 看 到 ， 解 (4,4 分 式 的 工作 量 远 小 于 解 (4.38) 式 的 
386. 


LER. 
为 了 便于 计算 和 分 析 ， 常 将 (4,37) 式 写成 相应 的 有 限 元 代数 


方程 组 的 形式 

Lie= Fa @=1,2,**,{, (4.45) 
a IH = (а(%%, Ф) ) хла + Ға- (lF P$) wax 1» 
Pime 是 v: НЫЧ АФ, N 是 Q. ПЕН EX. APEX 
C4。45) 式 和 相应 的 差分 方程 组 在 形式 上 没有 区 别 ， 因 此 和 人们 可 以 
很 方便 地 采用 如 同 本 章 S2-S3 所 述 的 多 层 圆 禾 靶 解 有 限 元 方程 。 
这 样 ， 多 层 网 禾 方 法 可 以 抽象 地 超脱 有 限 元 方法 的 物理 特征 ， 而 
具 属 于 对 离散 微分 方程 施行 该 方法 的 一 般 性 框架 ， 所 以 多 层 网 格 
方 靶 有 较 广 的 适应 证 。 


5,2 有 限 元 算 了 于 “逼近 特性 ”的 估计 
让 我 们 回忆 一 -下 有 限 元 方法 涉及 的 几 个 关系 。 CHRANN 


" ; 
| Lu = f - (4.46) 

fU SS Н T E 

а(й,т) = (f, уә Hia), 

这 里 过 ЖН НЕ ЖИРЕЙ Т» Ж. 
a(u,u) -(Lu,v), — Vuc H YQ), (4.47) 
(Lu,v) = (u, 12%) = (uj) C 05 (4.48) 

уел. РИЯ. 
有 限 元 方法 是 先 构造 一 тыз с сч; 3j 0.) 38 

XxHic), all | 


V CV C... СРС» сй! a» 


V = врал{ Ф, (x) | Ж BEAR Lo OBRE, i= 1, 2, 
М» ТЕГЕЙ ҖЕ ЮЖ ЮБИ ЗЕЙНЕ rH SERS E, ü 
а(и%(х), орх)) = (у(х), 00057), үзг) (4,49) 
Ж CAL ГК mA (ОЄР, B ЖОЙ Ын, ЕҢ 


“2387. 


(4.49) Па 
Lu = fr, (4,50) 
nV АЕА АКЫЛ ЕЕ Xe 1s pESYER 
T oA BIZE FU 49 ге ЕЕ Жї: 
Qu iF e HEY = Ой, 
Qiu Fen m= Quti), 
45 ИРЕ. X FE Г РЧ ЖИ ЖИЕ ВК ЫНАН 36 Ж. 
(Q'vi (х),ш,) = (EGO, Qi), (4,51) 
其 中 ， UHM EV оС Ф, (х1, У) = A 2» (P).yi(P), P 


是 网 格 节点 ， 则 在 (4.513 式 的 音义 下 ， QUEQ ыы ады 
Ш,(4 49)зі): 


Q! = Q* rE Q, = (Q' y". - | . (4,52) 
可 证 四 了 与 f 与 1/ 有 如 下 对 应 关 和 宗 ， 
-O'LOM. f=Q'F, (4.53) 


ms E, EN (4,49). (4,51)50(4,52) 5, XI V ut (x) 
ЄР Є › —J HA | 


aqui (х), yi) = GovE GOD = (7, Оло) 

= (QI, u = (fos) = (Таш, ДЕ EE 80077 
53—-H EUR TEE | E бон 
i THORD =а( иц, QD — 2. 
= (L Qiti;, оно = (Q' LO t, Up, 
BUE L+, 0! LO. [FEAR ШЕ), Q'f. е | 
”分析 有 限 元 多 层 岗 格 方法 中 线性 限制 、 TR Ti 
МЕЕ ЯО. ОТА. В. 


Q I t € V ,-1C PF, Qili- EF, 
E. 01-197-1 = QI Qs) 32 zJ FE; кш EE 5E РЁ ЖҮ, Ж (91-14 - 
ОНАН (А ОН ОС SQQ оқа, 如 时 选择 
Сау = ЛЕТТІ, =(117%)*, (4,54) 


5 


.. s Fe * 


项 有 
Өү 201, | QUI-Ij'Q, (4,85) 
为 了 证 明 有 限 元 “逼近 时 上 性”, 需 注意 方程 14.49) 的 解 适 合 误 
MESET HEDI ETIN (4,56) 
还 需 注 意 在 (4.51) 式 意 尺 下 ， 有 限 维 空 间 中 连续 函数 和 离散 系数 
天 量 的 等 价 关 系 ， 


综合 前 面 的 结果 ， 于 面 证 有 明月 限 元 “有 逼近 特性 ”， 
ІН (4,50) RIC(4,52)5X, 9 чх) = Ори = QL = 
LTTQ'F， 所 以 由 (4.56) 式 有 
IQLiiQ' -Llsehs, 
同样 有 : 
| 
利用 上 面 两 式 和 (4.55) 式 ， 则 有 
上 人 
z[Q,Ii-iLiIP'O!'-QIL!'Q'!] 
= [Q (Ert Tikrit ЭО [e (i e ho eh, 
总 上 所 述 ， 有 下 述 定 理 ， | 
定 更 4.6 АВРЕТ Й ТЕЛКЕ 算 子 ， 则 育 限 元 
БІЛ ЖҰЙЕ” 成立， | 
本 
5.5 有 限 元 方程 迭代 算 字 的 “光滑 特性 ?分 析 
BER BE 3 Hon; $829 - IZ 
L = Í us (4.57) 
ТУХМИ, D,= ds. ЖЯ} ЖЕ. ДІН (4.57) Z e- 
Тасоы КПБ о = u, up AR 
* 389 • 


Ыы = LT - ору уе = L Ua- 0D L ytte., 
显然 ， у S zÑ 

[2,67 ODIL Sp] РЄ, 0<p<1 (4,58) 
На РЫ А.А? ИЕН БІР a-Tacobi ЕКЕНІҢ 2 Y 
ЗЭВ НАР АҚЖ» ЗЕЕ, 


[QI = sup( à AEO QUUM GE GI, (4,59a) 
p(Q) = sup{ |A | E QI fE 1, (4,595) 
Frobenius 


IQI== ( $ Qi ， 


TE 
式 中 Q= Quen НҸО= ӘӘ, (459)1(4,590) REY (fF 
的 。 


定 埋 4.7“ 设 工 , 是 线性 有 限 元 方程 的 系数 算 阵 ，L 对 称 且 DD， 
"41, Шо-Тасоы ӘН”, 

[Ls a- 0D? LOS Th) (А1), ` (4,60) 
КЕЗІНЕ ИЕ pis a š = 


L 
Тт 27 Ше. (А221), 


(4,61) 
其 中 TCRY = ЕКІ Ау, 


ШЕ нр, = d. I Г.А L: HIRREN L С7,-әрі ғам 
TR. 那么 可 用 4。 [= рс) ЕЯ, ЫЖ 


Ша, өргәч Ir (r - 21, ) 1. 


4ocosd/IL,l, AR LA МЕ, Росас о, ЖЖ 
124047 9D;,'LO*j«sup(A(1 — d^!oj)*[0cA«d/o, 
Ax = d-lol, <€ (0,13, Ш Ен] EM 


а, oDi LD Ssup{ 1 - 30*10 i). 
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Эрих = 1/(1+ А) B Б ad х) 取得 极 大 人 T) =k", 
(1+ k)***, WEU. SDRE. 
io— Jim, BU L,gFrobeniusBOR RE BUR er SE SS 
Hem Ны (4,62) 
Brig 4, 58) ANICA,600SALA, Ж 
еле oD; LAISET UO а g БЕРЇЇ 


Har, ива ақан», 证 得 (4.61)7 式 。 
Ер, ЯІНІ0<А<са4/оЯП(4,68935, Ж 


1 а 
„М | L 1 < FEM $ 


АН тоса УЛЫ. O 

x ВАА АЈ 27, EELT” l ВИДЕН, ІНДЕ ШӘ: 
ҮННЕН, Mam mI ERES ДЕЗЕ PE ЖТА IB ТАЗЫ k. 

Bi ХӘЕРЕН АЕ, —® лн Y SERS g 
ВУ 18 La. ВТЕ, ПІмірз Ұ29М, d= 4, 06<ө<0,9, [ЕГ 
与 (4.60) 式 和 《4,61) 式 相应 有 


РАЧО I - oDi LA Ee ТО 4. —1l.118po (R21, 


又 如 正方 彩 双 线 妹 元 ， Laler =V TIN /3, d= 8/3, 0-<ң<ө< 
0,95, И (4,6001 (4, SIGN 


нысы up, LITS, O6p@ ` >р). 


А. 利用 等 边 三 角 ЖЕТЕЛИ РАВНА, ?的 应 用 531。 


Нарн, LIL l = АМ, 2 3 ‚0<1®0,93; 
$1(4,60). 54,69 НЫ 


|ZU- ODILOV KLE TE), әл, (4.63) 


Т(Е)<1,08р0, А1, (4.64) 


кезе, 


(4.63) 式 和 (d4.64) 式 说 明了 下 面 几 个 问题 。 

1 用 @-Jacobi 方法 作为 沧 清 迹 代 ， 它 满足 由 (4,25) 式 拟定 
ХАА ЖИН”, ЗЕН ES А CX. 

2 АТАЙН О<®550,93, XH (4,640 5X JU T CADO uj i SESS 
H PE Wa ЛЕ ЕНЕМЕ Ж ЕНЛА TP XR. 

3 由 定理 证 明 过 程 及 (4.64) 式 可 知 ， 光 滑 过 程 中 松弛 参数 
Rozi pE, 

4 ЖІҢІ(4,6 DX RTHEIBo-Jacobi 迭代 光滑 效果 与 迭代 步 之 
千 的 关系 图 ， 还 可 作出 相 邻 近代 步 压 缩 误差 效果 的 比值 天 ， 史 图 
4.9 和 表 4.5， 由 此 可 清楚 地 看 出 ,@-Jacobi 2: 8E ЖОЕ 
代步 增加 而 单调 变 慢 ， 这 是 与 实际 计算 效果 一 至 的。 尽 答 对 高 精 
度 的 误差 要 求 来 说 它 需要 很 多 过 代 步 ， 但 前 3 步 的 光滑 效果 较 好 ， 


图 4,9 
344.5 Jacobi de IE FOU TENERE ER PEE 


E 1|21814|5|6)т 8 |9 |19 


T(k)/T(k-+1) |1,881,4111,281,221,18!%,152,131,12/1.101. 09 


зера УЫ ОЗ 法 的 光滑 效果 ， 可 利用 定理 
.4.5 和 和 定 通 4.7 中 的 有 关 结 论 得 到 ， 则 利用 关系 式 —— 
[15$}{<Т(#йр[1,],//У, 


-其 中 ,当下 = 1,2 ,Т(ё) -24/3%; 
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MERIT = T0 2) 3 Jk. ЖЕГЕ ЕЕЕ AUAM: 


Л РААК, AARAL, GS HCR ARES А Ж; 
X. НЕ ЕУЕН 4G5S 步 有 较 好 的 效果 ， 


作为 本 章 结 束 我 们 指出 ， 文 献 [1 条 关于 宅 层 网 税 方 法 到 无 关 
惧 伍 狂 的 证 明 也 是 独 具 特 色 的 ， 由 于 往 悟 限制， 本 书 未 作 介 绍 。 
另外 ， 多 层 网 格 方 小 也 可 用 于 求解 非 线 性 高 散 方 程 Liu = f X 
里 工 ,是 非 线性 离散 算 子 。 

显然 , 如果 采用 某 种 线性 化 方块 (如 Newton 方法 ?求解 非 线 
性 离散 方程 那么 多 层 网 阁 方法 可 用 于 求解 线性 化 方程 ， 这 是 多 
层 网 格 方法 在 求解 非 线 些 高 散 方 种 方面 的 间接 应 用 。， 

多 层 网 格 方法 也 可 直接 应 用 于 求解 非 线 性 离散 方程 。 这 里 以 
基本 的 FASCfI approximation Scheme 两 层 网 格 方法 为 例 
说 了 明之。 FAS 两 层 网 格 方法 可 图 解 如 下 : 


Y — 
uf =a TTE фіі + 543 +1 


h Relax 7% 

T IY IE 

Wh айгай + bk) - La RE = 21, 
Ru, Relax n E ЖЕРЕН ЕНЕ Е ҚАНЫ. НЖЖ 
离散 方程 的 两 层 网 格 方法 不 同 ，FAS AEWRE, У Е 
diP ЕЕЕ RBs 上 (可 用 某 个 线性 限制 算 子 Л), aH E 
将 让 限制 到 粗 网 阁 层 上 (用 某 个 线性 限制 算 TI CURAR. 
НІНІ, 这 相当 于 在 Qs БЕ УН ЖЕ 

L, +tul)- L,Uj -di, 

жа, L 8726 10 ЖЕ. 

Lá (RA + di) - L B = 45, 


Luywh-adh4 LH], $lh-wL-ul, 
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世 就 是 说 ，FAS 两 层 阅 格 方法 不 是 在 Он 上 直接 求解 校正 量 ， 有 而 
В Жор 再 求 校 正 量 4， 这 种 做 法 不 舌 芝 线性 化 过 程 就 可 方便 
地 数值 求解 非 线 性 离散 方程 如果 工 , 是 线性 离散 算 子 则 FAS 两 
EWJ- BARNEA CULTE US 3682, 1) J— E683, FAS 
两 层 圆 格 方法 很 容易 推广 为 FAS 效 层 网 烙 方 法 ， 

多 属 两 烙 方法 的 应 用 是 广 证 的 。 虽 然 本 章 中 只 是 就 模型 问题 
的 第 一 边 值 情 形 为 例 ， 但 多 层 阅 格 方法 也 间 样 有 效 地 用 于 求解 其 
它 混 合 边 值 问题 ， 特 征 慎 数值 求解 问题 ， 积 分 方程 数值 求解 问 
题 。 更 进一步 地 ， 在 其 它 种 类 的 数值 求解 中 ， 丰 一 定局 限于 微分 
万 程 的 数值 求解 ， 只 要 能 建立 一 个 “ 粗 "“ 细 ?不 同 的 离 散 化 问题 
HUE ZU ЗЕ ЖАНЕ E D HO B ВЕНЕ НИШ, МПА 
法 的 计算 原则 去 达到 提高 计算 效率 的 目的 。 


> 2904 * 


ӛлі 2 [ар (и: 


高 效率 高 精度 计算 微分 方程 数值 解 是 目前 正在 广泛 深入 研究 
的 课题 。 第 四 章 中 介绍 的 多 层 网 格 方 法 目前 已 得 到 了 进一步 的 发 
展 和 庶 用 。 多 层 网 客 方法 是 求解 离散 微分 方 星 的 一 种 尚 效 率 算 
法 ， 但 由 该 方法 获得 的 数值 解 精度 仍 同 于 使 用 经 典 迁 代 法 的 求解 
” 精 魔 ， 揽 各 话说 ， 多 层 刚 格 方 法 并 不 能 改变 由 离散 方程 确定 的 数 
值 退 精度 阶 ， 陈 传 攻 和 朱 起 定 等 人 研究 了 有 限 元 解 的 超收 纹 性 ， 
为 提高 有 限 元 导数 值 精度 作出 了 很 有 理论 和 实用 价值 的 贡献 。 林 
群 、 吕 诗 秆 陈 传 毒 等 人 研究 了 有 限 元 解 的 浙 近 展开 式 ， 不 仅 在 理 
论 上 深入 研究 了 有 限 元 和 解 的 性 质 ， 而 且 提 出 了 实用 的 外 推 公式 ， 
从 市 为 提高 有 限 元 位 移 慎 的 精 府 作出 了 极 有 价值 的 贡献 ， 使 线性 
元 发 挥 了 高 次 元 的 作用 。 以 上 这 三 方面 的 研究 都 是 从 不 同 的 仙 面 
单方 面 进 行 和 的 。 本 章 将 综合 他 们 的 研究 成 果 ， 把 外 推 、 超 收 颁 
性 .分裂 算 法 和 多 层 两 格 方 赦 有 机 地 结合 起 来 ， 提 出 一 种 高 效率 、 
高 精度 求解 离散 微分 方程 (有 限 元 方 窄 和 差分 方 积 ) 的 算法 pt， 并 
жел "XEERT DIRBGA(S A BALSS), 15.5. 方法 
BR T£ EW D IE ЖОЕ, ЖЕТ»МЕ ЕКИ 
的 高 精 许 效果， 而 且 能 加 速 数值 求解 过 程 ， 太 大 地 节省 计算 量 . 
1.5.8. 方法 能 达到 人 们 所 这 求 的 几 休 指标，(1)》 在 贮 量 达 最 性 水 
P, (DHARE OQN 0, N HABA VES (3) КЫЕН 
AEX: (4) 数值 解 精度 高 ; (5) 适应 性 广 ， 屏 可 用 于 求解 差分 
JP EORUBTRICI TR. ЯН ТЖ ЕЕ МЕНЕ ННІ 
{Ж [e] CR ФА ssp СЕЗИШСЕ pj ЖЛЕ PU EA 
计算 , 输 人 和 输出 的 全 自动 化 过 程 ， 特 别 地 对 于 一般 三 角形 单元 
和 性 意 四 过 形 单 苑 部分 情形 ， 能 以 极 少 的 信息 输入 是 获得 所 需要 

. 3955 " 


的 理想 的 效果 ; (METROA. 

本 章 $6 中 还 给 出 了 一 些 用 1,S.S. 方 法 求解 模型 问题 的 数值 结 
果 ， 实 例 计算 结果 表明 ， 使 用 I,S.S$. 算法 比 使 用 多 诗 W4 方法 
CV 循环 或 六 答 环 等 ) 及 带 有 最 佳 松 弛 因子 的 SOR ТИЕК 
要 好 ， 不 仅 其 计算 工作 基 可 大 明 节 省 ， 而 且 数 值 解 精 度 志 有 明显 
的 提高 。 
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ix 1,2, 是 给 定 的 网 格 层 序列 ,只 | TH 0, 分 别 是 最 Н 
QUE ЖА, Q,( = 1,2, D ОЕ ЕУ ЖИ R 为 Bp 这 ÉS: 
2 T PUDE RR 


ПС 0... Dim(Q < Dim(=0,. ,), і-і,2,-,1.-3, 
| Bri o NU Guo . (3.1) 
A= 0, U (A/Q, U UCR) соб, 


为 了 数 得 求 解 线性 偏 和 分 方程 的 达 值 问题 


(Qu (x, € Q, ` 


бозу u eg, (x, у> еда, 


нал” 
格 层 上 的 离散 微分 方 种 ，. ， . 2035 
Ls -fsidsl2,ed, с. ^ (56,2) 

дий, L, 是 定义 在 О, 网 烙 层 上 的 离散 算 子 ， 寻 和 广 ЕЖ 
D, ЕЕ ЕАС) УЕЗ, ЖН 
1] 1079 由 (CQ 和 f 00), mE, 
i u(Q m 80, , Uu(QD.., іг2, 3, f, | 

PEE: Ep: 0, 上 高 效率 高 精度 地 获得 离散 微分 广 е 
(5.2)B92& 1 Eu, tp,)， 返 展 子 空间 选 代 法 (1.8.S.}) 的 计算 步骤 如 
F: 


* 396 • 


Ж--2», BE Liu = fo і-1,2, u, (Q,) 7 U4,€(0,24 

第 二 步 ， 利 用 u (a) Tua MERG ( 参 BL $3)， 
Eu), #5 u, (0,2) 2 u, (0,3 

ісе, PAu) ARa); 

THP, AH820 VEE TE 0,/0, ык R 
(500542 £8u,00,/0 2; 

BEP, AUR) 0а (0:00, TE y 网 格 ER E Ma 


M Liu; = f, E=), 2, fus filu; 
+K=2 


Я 9. 62 42 Жіп, (О 


调 外 推 子 程序 得 Пан 02;) 


xen Ern] [ror 


FJ, СО) АЛЕТ Ж 
BÀ. (Qua /0,) 


Баш Qua QO ABHA, зі 
КЕУЕК ы О) =“ Fey о) 
作 子 空间 人选 代 ,得 页; (0444 701) 


ШІН, (52; УЫ ШҮ CQ / QV EBHB, 
E Qa, ЕЛІ m В Bus Qua) 


— "KSK41 


图 5.1 
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АТ v zp ЖАНЫН, (< ону), ВІ, 
4:(0,) = Кеіаху(ӣ, (AU u,(9,/0,), Ls 9): 


Ж, Æ ОЛЕ-3,4, "ҺО ЕЕЕ, ШЕШЕСІ 

第 五 步 的 计算 过 程 ， 直 至 求 出 ua); 

第 七 步 ， 最 后 在 8: 利用 о, -网 烙 属 上 再 使 用 一 次 外 ЖЕ ЖІ. 
超收 伍 和 性 技巧 ， 就 可 获得 高 精度 的 离散 位 移 值 和 导数 值 。 

1.S.S. 算 法 简单 易 行 ， 图 5,1 表示 了 该 算法 的 简化 计算 洲 程 、 
这 里 需要 两 组 存 贮 单元 。 

Жіп *—". “4” «ГР 和 *E3" 4 EIS MB ERU ИШ. 
Е ЕУ БАЧЕНЕ ВО Е А» MA5. 287 
T 1.8.5. ЖЫНЫН ЕНЕМЕ. 
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52 网 格 序 列 的 构造 


2575 I& 3E JE DC TRECE I S iS Ж. ЖЕЕ H B i TAE 
1937, Л ЖЕ. БАЛАНЫ 6—0 ДАСЫ ы» UPA 
Таду 0,70 , SR BUS Bi RR RE BERI LEM £63pR7E 31592 270, 
33— 281595) 2" 分; Дару Н PAAR SFR SU (0:2) (= 1,2, 人， 
h, ТЕРИ >, Ms (ñi, ñi), Bahai ЖЕН A Xu 
FER БИЕ USUS SAT: 


/ ‚ 1i=1,2"+1, step2° 
PERGEN ‚ ' P | 
| J= 1,2"+ 1, 51ер2° 
| 1 1121,2" +1, step2! 
жн | Р }, 
| } 一 1 ,3 + 1. step?! 
(5.3) 
$-1,2".-1, step2i-2 
P (e»t, | А P : H 
| f=1,2"+ 1, step2:-2 
| . 
. , L= 1,2” +] Sie 21-1 
аз {6,7 | BN 
1,271, step2!- 1 


其 中 ， 1 = min(m, ?9)。 此 时 ， 相 分 两 网 格 层 的 节 к ЖИН Елің 


MEE 
SSE 
NN 


«СГ 


Қ 45,3 JAT iu ЄН 0), 
5.3 历 示 。 显 然 ， 由 (5.3) 式 定义 的 网 格 层 序列 适合 关系 式 (5.1)。 
值得 指出 的 是 ， ЕРЕН ЕН АА ELTE, ЖЕЕ 
aDABAARUHIBIOZAE. МЕНОЗНЕОЛООМЕНВЕ 工 , 的 元 素 
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者 非常 规则 ， 因 此 在 实际 计算 中 ， 使 用 局 部 离散 格式 符 别 方便 ， 
ІШЕ ЖАТЫН. 

TES H XR АМЕ ЕЕ АЛЕ Је, НЫМ Un] 32 Hi ЧЕ 
标 式 编号， 为 此 ， 大 们 可 以 设想 一 个 如 (5,.3) 忒 所 定 疼 的 网 格 层 
序列 ， 团 盖 住 曲 边 区 域 吕 ， 参 见 图 5,4。 虽 然 此 时 节点 编号 有 其 
些 者 则 可 循 ， 但 又 产生 了 几 个 新 的 问题 。 第 一 ， 要 区 分 哪些 网 寿 
节点 在 界外 或 在 界 内 ， 因 为 界外 网 糙 节 点 并 不 参与 运算 。 第 二 ， 
要 确定 网 格 重 与 边界 的 友 上 成 。 第 三 ， 对 界 内 网 格 节 点 ， 要 区 分 哪 
些 是 5 正则 内 点 ”， 哪 些 是 * 非 还 则 内 点 ”对 于 * 正 则 兴 点 ”可 
采用 非常 规则 的 局 部 离 襄 梧 式 ; УГ ЕТЕЩ”, РГЕ 
格式 是 不 规则 的 ， 所 以 必须 存 斑 那些 在 运算 过 程 由 涉及 到 和 的 有 关 
信息 。 如 对 图 5.5 中 的 * 非 正则 内 点 ”采用 不 等 距离 散 ， 


u Rs Гоо) нр], h Iu(QPQ-u(Q) 

Ох (QU exl h, i 1+ t 十 [E], | 

ou nte [u(Q)- ер.) hs T[u(P,)-u(Q) 
(QU, h 4 GU ee s +В, | Pe, 


| gu _ (РА-шО) u(Q) -w(P) 
(QU ES ] - ha hi 1 Ь 


AU u(Q) _ u(Q)- u(P,) 
S (QD A kx G UNT], 


(5,4) 
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ШУДО: В, В, hy A Rae 

显然 ， 曲 这 形 区 域 的 这 种 离散 性 方 式 也 同样 形成 了 一 个 符合 
《5.1) 式 要 求 的 网 格 层 序列 。 这 样 的 区 天 离散 化 方式 还 具有 下 述 
三 个 优点 ， 其 一 ， 由 于 采用 了 上 坐标 式 编号 ，“ 正 则 内 点 ”处 采用 
狐 则 的 局 部 离散 格式 ， 所 以 计算 离散 方程 系数 阵 元 素 的 工作 重 利 
让 性 量 邦 很 少 ， 从 而 避免 了 在 一 般 三 角形 分 划 的 有 限 元 方 落 情形 
需 大 量 计 算 和 存 贮 的 缺点 ， 其 二 ， 有 利于 采用 不 同 的 离散 化 烙 
с» Plin “ЗЕТЕШІрда”» Жар ЕНЕР 5 点 差分 格式 ， 也 可 采 
用 三 角 线 性 元 和 三 角 二 深 邯 禄 式 ， 在 “正则 内 点 ”处 可 采用 差分 
ER Вал. KL. wM DH ДЕШ ДЕ Л. 

ACE EX XE АЕТ ВЈ АЈА, ЕНЕСІН 
ARMARRIA AAN, MEESE Ра 
(5 1 区 要 求 的 网 格 层 序列 。 


55 外 推 和 内 播 公式 


文献 [17J 和 和 [26] 研究 了 在 网 格 步 长 分 半 减 小 时 ， 数 值 解 精度 
不 断 提 高 的 规律 ， 提 出 一 些 外 推 公 式 ， 并 在 实践 中 取得 了 一 定 的 
Ж. ЈЕ, ЛӘЛӘРЕ Ау отсек ру р 
Xüib ЕЖ A HE ТАВЫНА ИЕ Ж, жана, 
rfü H.TE SEES Rz E25 ША ТЕЛ P METRE US e ТЕ ЖИН ARR pe BOT" 1 
前 景 。 | 

MENER, iE 9。 网 格 层 上 (网 祝 参 数 为 后 ) 不 论 末 用 5 点 或 
9 点 差分 格式 ， 还 是 采用 三 角 线 性 元 格式 或 此 形 双 线 元 格式 等 ; 
不论 是 数 信 求解 线性 或 拟 线 性 燃 圆 型 微分 方程 ， 还 是 积分 方程 ， 
只 要 微分 方程 的 解 # 适当 光滑 ， 数 值 和解 u, 和 内 插 函 数 u, 就 具有 
如 下 关系 ， 
Ua Zlu ZA ZAS + OG, V z E= ü... (5.5) 
其 中 602) 5 А, 5X a. 
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仿照 第 二 篇 第 四 意 氏 中 的 有 闫 推导 ， 当 h,=28,, 时， 就 可 
得 到 下 面 一 组 分 推 公式 ， 
采用 三 角形 分 间 ， 叫 是 单元 节点 ， 形 是 单 匹 过 中 点， 型 ， 是 
本 的 同 边 邻 节 点 ， 
UREP) m tnt (P)+ а (u, i= u) (P) 
= u (í P һ8:1), 
u( P) +0 (5.6) 
и, M) =н. (M) t= E (иа. uu CM) 
=s( M) + OCISEDA 


RAPEN. P ETTA МАЛША, M, EM 


няе (P) = H. + СР) + зарби. 1 — u.) (P) 


CO roD 
ust (M= "P өтсе F hasa" "ОМ, 
= НМ) + О‹(А 11), (5,7) 
= 06.100) ха, (Q) + еті i DIEI )(Q,) 
= 900) + ОАЕ), 


£r ide. mU i (P) - 90Р), д. 10Р) — bt A Et, P 
是 单元 节点 ， ИШ (5,5235, 8 


es (PY = (1) „(РУ tan (РО, (5.8) 
于 (8.8) 式 两 边 癌 时 加 上 ( T) won, RA 
1+ (3$) а. P- (1) wu» -ш(Р) 
- ЕЗЕСІ (СР)-ч(РО)жд,, (P), 
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жала, A 
itane e (Уа. (1) «o» 


=u, (Р) +(TL) o inn, 
Д5 
una (P) -P= (LE) е. (P) esu. (5,9) 
53—211, HiC(5,80 1 
Umia (P)-u(p)= (1) е,,.0Р)+6,,:0Р?, 


将 其 与 (5,9) 式 相 减 ， 得 
aral P) Bae 10:2 = Ën PO- da + (P), 
H5 


м.р) =н...) = IB] - t fens CP) 8 ӨР 


HER BHAN uñ, СРУШЕ Smet P SEXE Unea CP) ERN 
|а. (P)-u,, | (P)|< [ú (P- u, Ü CP), (5.10) 
Ek, нї. .( 呈 可 作为 男 一 种 外 推 信 。 仍 然 仿 照 第 一 篇 第 四 章 $1 
中 的 禁 关 推导 ， 就 可 得 到 与 465.6) 式 和 (5.7) 式 和 煤 应 的 男 一 组 外 推 
公式 : 
采用 三 角形 分 划 ，P 是 单元 节点 ， 对 是 单元 这 中 д, M. 是 - 
МЕНИ] 3x S ді. 


(ut, (P) = w+ (P) (1) (иь 1 — LCP) 


| а 
| =u( PY + (1) Emt €P) FO, CP, 


(5.11) 


| ux, CM) = Ht (M) (i) PM 1 B.) (M 2 


| SuM (X) e M) аа CMD 
采用 矩形 分 划 ，P 是 单元 节点 ，M 是 单元 万 中 点 ，M, 是 M 
4 408 * 


BOXED. Ош, О, ОВАР, 
Um. | CP) = U as (Р) «(4 9 3! CUa T Und P) 


=н( Р) «(Ly s. P) tOn СР», 


ни. M) =и„,,( М) +() У (шуа — u М, 
| I ізі (5,12; 
-u(M2) -(5) ë (M) tAn СМ», 


us. (Q) = H, + (Q + (i) È сы ' u) (Q) 


-«(0)-(Е) e (Q) 6,09. 
ихт ия Жїн, 之 间 的 关系 是 
Iusti P-a Pilu +102) uP) K un (CP) -uP) 1, 


(5,13) 
事实 上 ， 由 (5,6? 式 有 


ия? (P) = Ty y | =... iG - (1) «o» 
2 
=-= |a (= (2) som - 3o» 
:- (1) Ë : ( (1-; |; 


再 由 (5.8) 式 ， 就 有 


ні” Po-u(P)sÓ,. (o |1 - (5 3! | 
将 其 与 (5,9) 式 比较 ， ЫП AH um+ 1 TE 
ЖАУ FE н, RAES й 38 
ШАЯ ЕЕ. 最 后 还 洲 虑 到 (5.10) 式 ， 
АПА (5, 1322X Ji Wet. 
FEARS E АН ақ. U 
AL АЖ ШО DZ, Au E 5.6 Bç 
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Ж, Р.Р. М, ОАЕ ДИР, Мі. QUIM EIE. 
则 内 点 ; Pi. Pas, P, I P, ЕТ0, Ma. Ma M.R 0 属于 
Qui. 29 THRE, МА =й, h; 设 采 用 具有 a 有 阶 精 度 的 
ESEO BANTEN (5.5) 成 立 ! 则 不 难 推导 出 下 面 不 等 
EE PME ДА: 

(5,7224, 正则 内 点 处 ， 


аш D enu (М) иа РО, (P) 154. 


1 h. 
+ 9%. 1 (и. СР.) unu, PD h +} 
= НСМ) + ОСА? 1), 


ss 1 (M3) = Н+ (AL a) + e (P ,)- u (pa №. 


+ 
1 ) h 
+ 4-1 Ги, Cc Psa? – н.СРә тт (5.14) 
= (МӘ FOU), 
_ _ 4 
uni (O) = H a+ (O) 4 xL 之 Egi u, ОРЫ) Uu. CPU] 
зі 
= u( O) + OG"), 
200 VM RE vh 


~ 


ЛҮ Ми LEES 


e = Z 25 2 vM Re 
КЕЛУ + Ли ү 8 oahi Zh i 
v2 nt hit d ЖАРА ЛАҒЫ 


本 节 介 绍 的 两 种 外 推 公式 都 可 用 于 1.S.S. Ж ЫЫ, 21.8.5. 
算法 的 外 推 步 刺 ， 就 有 
10.0.) - 0а, 1.< 19.00, - u(0,)|_, 
Мт 7 Q, Е ЕЗИН ЕНЕ. ЖАЙЫҢ g ¿a.s ВЕ sy 
Е» НИЕ, 1 a DE Q. УААН ІН Paea (ДШ); 
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ЖШ Baii On P4 $8180,. 400... /0,0,. ЖАТЫН А BL, 
(Q. /О СЕНЕН, ІЛЕ, БА86), XXE, 
(Q,yURB,,. (Q. / OD ЫЕ ЖЖ БЕН Umia a 的 精度 。 因 此 ， 
УЗЕ НҚ f ВЕНН, М9, БЕР? 
4%, А MEORE ET A REAA ЧЁ ЛП ЗИН КЕ ЖЕ IJ E 
Ж. НЫНОМЕНЖІШТЕ, CE 1.8.5. ЖЕБЕ Н U ІҢ T ЖИЕ Ж 
REEE НИН ВЕЙ Ы НІНЕ ЕД, ПИА REET 
ex BI fd Ж ШЕШЕН, 

外 推 过 程 是 容易 实现 的 ， 只 要 对 OQ... 中 的 不 局 类 型 的 项 点 
循环 并 按 会 式 (5.67 和 (5,77? 式 (或 公式 (5.11) 和 (5,12) 式 ?分 别处 
HRA, 

内 插 过 程 是 很 容易 实现 的 ， 这 在 第 三 章 引 中 已 讨论 过 了 。 这 
里 再 介绍 一 种 基于 RB 分 划 下 局 部 离 芍 算 子 的 启发 而 获得 的 内 揪 
方法 。 以 数 人 求解 Poisson YEAP AHA 0.100.) P3 38 8 
B. aiu LU Q GIRL Е 

(1) Та, 网 格 单元 的 中 心 点 Р, ЖЕЛІНЕ ЫҚ. 

ЭЙ, 4 7а, СР) = fo». 
这 个 内 播 过 程 是 显 式 计算 的 ， 它 是 在 离散 方程 的 店 发 下 得 到 的 ， 
这 个 离散 格式 相当 于 定义 在 步 长 为 vhsi1 的 REB 分 划 网 格 上 
的 5 点 离散 格式 。 

(2) Т Qa 网 格 单元 的 过 中 点 P， 采 用 计算 公式 


| -1 | 
i =i 4 -108 (P= СР), 
m + l | _— 1 | 


TERSEECLIOSEHUB БАН АШ, XU 
ЖЕЛІНЕ ЖЛЕ 0... 网 楼 上 的 5 点 离 获 被 式 得 到 的 ， 
这 种 内 播 办 潜在 数 秆 求解 其 它 的 偏 微 分 方程 的 过 程 中 也 是 适 
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Ш 


Fl LU. 


ЋЕ RRIA EA ШОН ЛА ГЕЛЕН МН УАТ Г. 
$4 FREARS Ee 


BU RHH ч,- 和 tm 外 推 得 高 精度 离散 值 H...  (0,), ІҢ 
29 | 
imi Omn) u(Q.)|.— us, (Q.)- 9а.) Taas 
ТАЛ ЗЕЛ (0.0 W.P ЕШ. E dm SI rh 2: + 
1.5.5. РЕВО, ЗЕ Н», (ДО), G 0,100.) = ü. (0.), 
Fi S kasi (On) IF husy (Om Am) ИҢ ЖИН ТЕ mx [Б] 
0.-./0, ЕЛТАНУ ut ü... 100, / АУЛЫН, XR 经 少量 
XR IP BRI ZR E 58,8100.) #8 24 8g й.,1(0,,1/0.0, ЭХ 
R, RERE 0. ln... ЕНЕ, REFE Oni:/ On 上 进行 的 
选 代 称 之 为 子 空 间 迁 和 伐 :相应 地 ， 在 Qu : 整个 网 格 层 上 进 fx 
ЈА РК 009 ie SRL BL Ж. 

A 33888, ЕЛЕНА (e, TE LEE. On) U ñ... 
(D... / 0 EPEE OQ... 上 和 作 全 空间 光滑 ， 基 会 花费 较 多 的 工 2 
ЕВ. REAA d... (OBB tus, 0... (Q.../O.) 的 精度 
较 莽 ， 所 以 在 全 空间 光滑 初期 B.S bp J SEE ЕНІ 
ЖИЕ... ,C02.) 的 精度 用 低 ， 这 当然 会 导致 计算 量 的 浪费. m 
хра ЛЛА HI. (0.0, HIRE Baii ln Ón) 迅速 提高 
入 度 ， 这 样 只 要 花 费 较 少 的 计算 和 量 就 可 这 到 讶 102%) 和 上 ,1 
《0w+ /9-) 精 度 汪 配 的 目的 。 正 是 国 于 此 ， 子 空间 选 代 能 加 速 束 
个 数值 求解 的 进程 。 

Фаз ГАЈ ЕЕ — PRANS RR E, B 设 On P D... FU A 
层 的 网 格 节点 总 数 分 别 为 NO 和 No. АО... 网 格 层 上 的 离 
НУ Л) 829 

ТИТРІ (5,15) 
其 中 Lesi Ж Na, X No ЕЕЕ, ARBE O. 中 的 节点 先 编 
497% 


5, й.,2/ 0, 出 的 节点 后 编号 ， 出 对 20. 10... 中 的 在 一 节点 ， 
其 全 部 邻 点 都 属于 Q. /Q. h, КІМ арн БАҚА Жақ, 
BA 

Larita (Q... а) = 

А CT aru, (a) ` fa. CO) | 

p B lat tat. soa Lr cos Jad] (5.18) 
Ku, «Мх М Е, BÆN mii Nmd X(N m Na) 
ИТӘ, CEN mi М.) х N. PER. E09 Hu (Qa) FESR D 


HBE, ЗААН (5, БУ АНТ НІНІ Ж A [S] 
ХА, | 


{= 150,2 = И. 150,2, 
Btn (DO... 1/6, = f... Du, "iU 一 CH. CO. Y, 


Е КРЕАЛ AE. ЫШ)» ЛЕ О... .上 求解 (5,16) 式 就 转 
化 为 一 个 低 维 ( 维 数 是 Wi - mu) 方程 组 (5.17) 的 求解 问题 ， 当 
然 这 对 节省 工作 量 是 有 益 的 。 另 外 ，(5.17) 式 是 唯一 可 解 的 ， 这 . 
PARGID PAIRE BEC. 16050888 Л... 经 若 于 强制 性 
限制 后 的 结果 ， 记 以 矩阵 好 的 正定 性 要 比 П... 的 好 得 多 ， 在 有 
限 元 方 穆 情 形 关于 B ЖБ ЕЖЕЛИ ЕД 301, 

如 按 (5.3) 式 坐标 编号 规则 ， 虽 然 此 时 方程 (5.15) 的 系数 阵 
不 再 具有 块 状 结构 ， 但 仍 可 以 写成 (5.17) 的 形式 ,只 不 过 其 中 的 
吾 和 是 峰 都 是 大 型 稀 朴 矩阵 。 因 为 子 空间 选 代 仍 是 一 个 适 代 过 
往 ， 它 的 有 效 运 算 只 涉及 系数 矩阵 的 非 零 元 素 部 分 ， 所 以 在 子 空 
间 (0Qw AQ 上 选 代 求 解 (5。.15) 式 仍 是 一 个 低 维 方程 组 的 求解 问 


题 。 黑 一般 地， 可 写 出 全 ,15) 式 中 基 一 个 方程 的 SOR ЖЕН Ж 
合式 (参见 (2.16) 式 )， 


(5,17) 


ujt =(1-@)u$ + ата, 2,909) - € анп}), 
Р ҚЫН, ЖИЕ IEAn Nam Wu; ЕЖ 
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Un А ФАМ 0,  /G, 的 节点 国 数 俏 才 在 造化 过程 中 得 到 
改进 。 总 之 ， 元 论 网 格 节 点 采用 什么 编号 规则 ， FREAR 
都 是 相间 的 。- 

а НЈУ А АЧЭС Е, ДЕ o, 层 上 的 数值 
BE u, (O. ) А-НУ EE, БПӘМЕСФЕНУДЕ Ж 进 
17. ЕЗІНЕ SEX Q. HART AIE. 

HETA Рр ТП өзен ЭШНЕ ар SEE 
ЖЕР РЕН, ENH RARE A НЕНИЯ 
Hl. ЖЕТЕН HRE -TET АКЕН EARRA 
ЖЕ. 

Те ааз аре АВВ За. НЕЕ. Ж 
1.5.5. ЖН ЕН ТІНЕ Жез ҖӘЕ, m 
然 ， 者 精度 控制 过 严 会 浪费 计算 最 ， MERRET ERSE 
EMEARI. РАШ BERE E Io, 


最 终 精 度 要 求 ; 
lu -- il 
qj $e (5, iB) 
最 终 精 度 深 制 标准 ， 
lal -e le 
ЕЯ! < EI IS (5,19) 


ft 0.(3ст<1-1) 层 上 的 全 空间 光滑 终止 控制 |， 
(= m Ti «gu mat 
4° 


| . aE (5,5), (5.20) 
| Їй„- Wal ua E 
\ TA l ` 4? 


在 DO. (3<m=1 -1) 层 上 的 子 空间 选 代 终止 控制 ， 
ule pi. (5.21) 
说 明 由 (5.5) 式 ， 在 节点 了 处 ， 有 
un (PIU Pad PhS + Ocha’), 
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其 中 ф(Р)5 A CX ЖЕН Euclid Ж, HERH 
[um 一 + ОСА), 


从 而 有 
lu PY -uP)| (T) In. 1 PY - (1L 
Ius ul (E) due. ut. 

КИ, НЕ ЩЩ 

|n (P) ОРУ ES d p iue PY) taa CP), (5.22) 

Ius ul Sg jus us l. (5,23) 

(5,22255Ж1(5, 22) 5X ННГУ НАЛ БОЛ. {ИДЕ КЕЗЕ ЖЇН 
ПИЕ we НЕ u HAE. 


lu-8. = lu vt fu, ~ N 
l[u-g, = lu, | — ш + ЕРГЕ 


xu... -H. ii + PTS - i! +219. Enl 


BI 

PENATES i N 
ІҢ ар — я с LA 

由 此 可 见 ， 具 要 用 (5.19) 式 作为 送 代 终止 称 准 ， 便 可 保证 最 终 的 

精度 要 求 (5,18) 式 ， 


(5,.19) 式 的 第 一 式 可 用 于 衡量 在 第 [1 网 格 层 上 全 空间 光 背 的 
精度 事 求 并 作为 光 注 的 结束 标准 。(5.19) 式 的 第 二 式 则 反 鼎 了 网 
格 层 细 分 程度 足 驶 与 否 ， 若 (5.19) 式 和 的 第 二 式 不 满足 ， 还 可 将 网 
禄 骨 细 分 一 次 ， 再 作 计 算 ， 以 致 满足 规定 精度 后 ， 网 格 细 分 就 可 
不 再 进行 ， 整 个 1.8.5. 算 革 到 此 结束 ，(5.20) 式 用 于 控制 中 间 
网 格 层 上 的 全 空间 光滑 的 结束 与 否 ， 它 与 (5.19) 式 相似 ， 只 是 精 
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ЕЗІ ЖУГЕ 27777 {@, ХА Q.(m«) ДЮК 参数 有 和 和 
Q, 的 两 格 参数 总 ІНЕ, = 2!-"һ, НАҚЫШ, 另外 d. 
《5.5) 式 有 
[о о... [|52 ч -ш.|, 
由 此 推出 
[u 0 [7727 7"]u м (5.24) 
这 生 ， 可 以 简单 仿效 (5.19) 耻 给 出 (5.20) 趟 。 当 然 (5.20) 式 的 控 。 
制 精度 还 可 以 适当 放宽 些 ， 这 不 充 是 因为 过 小 层 控制 过 严 会 浪费 ， 
THE, (o FEE КЕЖЕ ER ЕВРО АЖЕ H TI D SIR I TAS At E 
ARE. 
*4Ж АШ НИ Ж ИНА ЕНЕ, ПННЕНЕЕ ӨНУ 
当 简 化 些 ， 下 面 给 出 刁 一 组 精度 控制 穆 准 ， 
最 终 精 度 要 求 ; |н-Й,)<е; l 
TARA Га u. е; (5.25): 
4r 2X Б] JE TH 12: mill: 
[Un — tn 277778, S= m= - 1; 
+з АЗЕ НН. pps. | 
МИЯ <H DESEE. ІН (5,22055 ЖІ (5,23). 
可 知 | 
| |а [а ~ іі — u, _ ТА | (5, 26) 
KAE. $ E u, |, 则 最 终 输出 的 外 推 值 的 精度 至 少 达 
到 e， 当 热 这 种 估计 是 保守 的 。(5， 25) 式 实际 上 也 是 网 格 央 分 过 
程 的 终止 控制 标准 。 
1.5.5. 算法 最 简单 喜 观 的 层 闻 光滑 精度 控制 办 法 是 
[ta — uu MAS, 1с 1, (5.27) 
ІХ Н |» тав: “(.. 05,2205 (5,23) 式 可 知 ， 这 料 可 保 


rs GmsD, 当然， 最终 外 推 值 的 精度 本 
отунан. 


ШЕ lu 一 u.< 


“ШІ” 


应 该 强调 ,(5.22)? 式 和 (5.237 式 是 有 意义 的 , 它 不 仅 在 1.8.5. 
算法 精度 控制 标准 确定 方面 起 着 关键 作用 ， 而 且 使 1.8.8. 算 15 
БЕНЕН ЕРЕН ЕСКЕНЕ JEAS ABD ES RUTA SF fT, 
jk Rh i i 28 fr c МЛН АЕН АЛ. 
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1.5.5. ЯАГАА — 1e d ОЕ ЕРА EV Sic 8x 
性 分 析 及 最 储 松 弛 因子 @ 的 选择 问题 。 本 节 惜 助 于 局 部 Fourier 
分 析 方 站， 得 到 了 三 个 重要 结论 ， 

1, TGIBOATUHSUCSEIA T. h ZG HU NT 

2， 对 于 各 种 含 参 数 的 松弛 法 ， 可 确定 出 最 佳 松 弛 因子 # 

3。 庆 于 不 同 适 代 格 式 和 不 同类 型 的 网 格 点 ， 可 采用 变 @ Ж 
ЖАЗЫ. 


5.1 统一 说 明 


25 yE X TE Qu 网 税 层 上 的 离散 方程 
| Lau, = fas. | 

Ж ЛИН ЕР 701], ЖИНА Pi ДАЛЫНЫ, MUJ L. 的 行 和 
ЗН ЛАРЕ ТАЈ А, Л, 的 结构 等 点 也 和 将 随 之 uU 变 ， 
但 是 这 并 不 改变 La 的 谱 半 径 。 引 理 5.1 就 说 有 明了 这 一 事实 。 

ЕЕ БА ШЕ ЕЛ ROR ТІЛІН 1 9135 28 4 行 和 第 7 列 同 时 
互 换 后 ， L. 的 谱 半径 不 变 。 

ШІН t PHJ) 为 对 L. 施行 第 š f50:8 У ТАН 等 
Ж, DE! ЗП ; 列 施 行 对 换 的 初等 阵 也 为 PGQ,D. H L. 
的 i, 行 和 列 都 向 时 互 换 后 的 矩阵 为 PG,PIOLIPQG,, 所 以 

p(P(i,jyL.P0i j))= p(P'(i,jY)p( L.) = РС)» 
其 中 ОЗ А ТИЕ? Ф.Г] 

85 |385,1, Е Е I 的 谱 半 径 并 不 随 网 榈 节 点 编 
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{ти ЖЕПП ӘБ, AEREN НАНЫ КТА КЕШЕС 
SR ТЕД L EHHA. Ж-Е АҒА ЕЛІ), 
并 采用 第 二 章 中 的 局 部 Fourier 分 析 方 法 ， 分 析 各 种 选 代 算 于 
ЕР 16А qne РЕ. 

正如 第 二 章 鞭 中 所 述 ， 对 局 部 离散 格式 [SL] 中 的 指标 ЖУ 
进行 点 集 分 解 

ИəңРТПРТЦЛРТ, 
352. kà EB ERRORES йл] 27} А 
Гб =] + [S.I +[ 5,1”, 
МПГ S. JWR A(0, 2) b. TELA 2D RE 23 
МӨ, h) = 1^ C0, В) + 2 (0,5) + A (0,0), 
ЕН ІІМ КЕШЕНІ ABE 2.2 确定 ， 即 
[5,19(8, X) = ACh apla, х), l8| x, 
Alh, ө) 2-179 ， (5,28) 
其 由 88,x) 是 [Se 的 特征 向 基 。 

本 性 将 对 5 点 兰 分 格式 、9 AZDA HATAR 
款 、 和 矩形 骏 线 性 元 格式 和 一 般 三 角 钱 性 元 格式 (这 些 格式 参见 短 
一 章 ) Mairo-Jacobi н. SOR $ Ы, SOR ЖАЗ ARBE- 
Jacobi Жаға, HIIR ER EET IB (DER B НЕ, 

РЕЖА, УН Н = ЖЖ ШИ 
Бі, 如 图 5,7 所 示 ， 若 统 一 用 9 д 
局 部 离散 格式 
8.11 Sat 91 | 
5.1.0 Sao 91,0 | 


Sa-t 9g,-4 91,-1 


的 形式 描述 前 面 所 述 诸 格式 ， 则 这 
三 类 所 所 对 应 的 局 部 离散 格式 分 别 
为 


第 一 类 点 局 部 格式 第 二 类 点 局 部 格式 
MEC PE 0 5-1,1 Ü 3,1. 
PEN 50,0 51,4 8-10 fpo 91,0 | 
0 50, = 0 5.1,-і1 Ü 354,47 

第 三 类 点 局 部 格式 


KI $5, t 81,1 


9 Т Ü 


+ 


5.і1,-і 9һ,-і %1,-% 

БІН ТІН НЕКЕ» Bxdé BIDS RR AE ЛЕ НК 
式 和 松弛 方法 ， 利 用 (5.28) 式 对 上 述 三 类 点 的 局 部 格式 进行 分 
dr. МЕНІ АС ЖА J RAG = 1,2,3) ІҢ IÑ 
的 特征 值 ， 且 记 07063 = supi LAKA, 0) }„ 

ЖЕҢЕ, APRE Poisson 方程 这 一 模型 问题 的 相应 
情形 讨论 之 ， ! | 

5.2 ”5 点 整 分 格式 情形 

这 里 讨论 在 正方 形 分 划 下 的 5 点 差分 格式 情形 СЕЙ (1.15) 
АА ЖЫ, ЗНАК ЕЛ ЗЫН F: 
ЖАНЫНА 。 第 二 类 点 户 部 格式 。 第 三 类 点 局 部 格式 


‚з 4 E -14-15 9 4 Ө |, 
-1 


-1 0 | 
7236 o-Jacobi Hibu «oz 1), 
对 于 第 一 类 点 ， 有 如 =4 At=0, А = _э(созёу + с088,), 
MARG, 28), ^d 
^o 1408,01-1--9(%- cosg,- cosg), Ра) 1, 


АЕ, £ Ma, += 0, ÀX" = —2c080,, 所 以 出 
《5.28) 式 有 | 
[| А„(Л,ф)| =1—-@(2—с050,)/2, ро) =1- 0/2, 
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HATA, A =d, At=0,A = -2со50,, (5,280,458 
4.8,003Іті-Ө(2-со50,)/2, р(0) = 1- 0/2, 


$5.1 Едил, та КАНЕ 


дав | Ері m 
ШШ | регі, ot-1--2, р1-1--2. 
POR (| ner] bae гі 
SOS | pi-1, ph= | =i , ра= 11-0) 

р ас, pi= (1-@)?, 1=1,2,3, 


і еттү a, 9-Jacobl дан, 


с, Py - 9), d, ре=|1-02], b. SOR 方法 ， т 
(4-30 _ 
е. p = S, c, SOR бйз, 
d. BB-Jacobi iis. 
5,8 图 5.3 


25 4 SOR Ji ZEB SOR БИН ТОННЫҢ ñ: 
ШЕЕ, PAD Fourier 分 析 法 讨论 ， 其 结果 见 表 5.1， 


RB-Jacobi ТЕ ТА АЕ АННЕ К ду K, Ж 


ч Жүр 


4-4, At=4A = 0, ТУАР (І – oj， 对 完整 
选 代步 有 
4168,0) = (1-0), 01(23) = (1-9), )-1,2,3, 


En, ЛА BE IET BM Т E Ж 
达 式 03 ЯҒЫ 5.1 th, Жол. ҒЗ НЕЕ SY kh 


性 Pred D 1АЙ ШЕР 5.8 和 图 5.9 中， 


5,5 ЯД ае 


这 里 仅 讨 论 在 正方 形 分 划 下 的 9 点 差分 格式 情形 (参见 (1,17) 
SM). ЕҚ» ГЕНЕ ЖЕЛАНИЕ F: 


第 一 类 点 局 部 格式 ”种 二 类 点 局 部 格式 第 三 类 点 局 部 格式 


/ 0-4 0 -10 -1 -1 —4 -]^ 
— 42 -4), —420 -4, 0 20 01 
0-4 0 -1 0 -1 -1-4-1 


仿照 85.2 НУЛЫ, ЖҮЛ Ж-Н 5.2 ЖІ [ 5,10. 
图 5.12 中 ， 


35.2 3 点 整 分 榜 式 情形 ， 宁 实 间 选 代 收效 特性 


илн айлийн E 
Ко р® = - 20, 01-1- о , 01-1- £0 
Елба |де, F| decies pppoe 
АЗЫ qe eB o ра. 6-30 
АВ-Тасоы СЕЕ 


' i ........... ... . .. 
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2. 2-Јасоьн а, 


b. SOR FH, 


__ 10 -T7TG3G 6-255 - 
E. pec 010215, f. dim = б | c. SORÉ TAIE, 
| 4 u | 
g, er (1-52). | , d. RB-Jacobifósh, 
HIS, 10 i [5,11 


5.4. -矩形 双 线 性 元 格式 情形 


这 里 仅 讨论 正方 形 双 线性 元 格式 情形 ， 参 网 (1,275) XX. 此 
时 ， 子 空间 送 代 中 三 类 不 同 点 的 局 部 格式 如 下 ， 


第 一 类 点 局 部 格式 。 第 二 类 点 局 部 格式 — 第 三 类 点 局 部 格式 


+ 
Ü) = = L| I 


СО соңы 


| 


c 
[ 


сз ыз се 


| 
l 
La] = 


CO| a ЛЫ (АЛА 


| 
Cual 
oa 
| 


DAH ,2 中 的 办 法 ， 分 别 对 这 三 类 点 的 局 部 格式 计 论 
之 ， 并 将 结果 列 于 表 5.3 和 图 5.12、 图 5,13 rh, 
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Ж5,3 ЕЛРЕАӘНЛИЕЯХЯН, CFR TE 


松弛 方法 x ЖЕНЕ 


— — — — Ñ — mm  — QUUD 


-Jacobi @ O 
FA Hp x pisi- 六， рі-1--- 


o 
4 ps=l1-— 

还 点 SCR p*= |4т39 | ж. |8259 pt- 8-50 
5 ы | | 4-e 7 7* |8-39]' 7% | 8-30 
XE £x SOR &.16-50] ,, [8-50 «13-20 
a 法 P ба |” P25 aza |” Ps [37a | 


w шын.” s жашны 


| A р x p* = (1 Е “у 


4. G-Jacobi ЖАҢ, 


5-20) 1 —- 

°, is 3-9 ,' б. ^j71-39. b, БОВ, 
4-30 6 = jO - 

4. pym і-а | f. Ве = ERES : C. SQ 方法 ， 


d, RB-Jacobisisn, 


EH5.13 
5.5 BIRTH 


ЕЕЕ АН (1.20. TARAR IARAA 
的 局 部 格式 相应 如 下 ; 


* 418 ° 


第 一 类 后 局 部 格式 ”第 二 迷 点 局 部 格式 ААА 


0 -c, 0% -с, 0 8 | ы -с, 0” 
E 2© — €s |; - с, 20 ELE Ü 4€ Ü |, 


0 -c, 0, 0 0 -e,, 0 =t, -с); 


НІН, с, = Сірд,(і-1,2,3), C=C +C, +p a(i=1,2,3)RER = 
fü B HU НЕ, SMELT. 

АПА X = АЛАҢЫ SITO BU VS JU Rp p РЕДУ 23 ГИА fU 
SUE PE, KERITES. 475,14. 95,15, 


5,4 ҢАЕНлЕТИЯЯ, еы ЖКО ROS TE 


БЕЗГЕ Ph 一 № 09, 等 ib pi, SEREA 
三 角形 单元 | ”三 角形 单元 二 角形 单元 
pi=1- mQ | 0% =1- 5 0171 
@ = | 
x 
М | окт ao EE 0%=1- 5. 
Жа pete ji- тата. от het 011 р 
son | ops ji- Да ез et h- 22; 
方法 | ps= 1- ЕТІСТЕТТІ Pi БӨГЕТІ ps = pec 
бон |pi-- ау) ГЕ ШЕГЕ ө-|- i-o | 
a cn | er 


14/33/2 2% 


a, ржа} - 10, а, -Jacobi Ej ін A), 


"IE gn 


—me| Pb. зов ік нн). 


20634 


Ë 性 == 
P i %(сұҒс3)-шС, 


| с. SOR AIRIA), 


A= 200008), ре 20. д, аѕал). 
B] 5.14 ЕП 5,15 
5,6 жазп 


EWERAN, ла НЕ И, GS FUBTUS 
近似 解数 值 的 改变 只 是 在 逐个 出 格 点 及 其 邻 点 (离散 格式 作 用 于 
某 个 网 格 点 时 所 涉及 济 的 网 格 点 ) 上 发 生 ， 局 部 Fourier 分 析 i 
反应 了 适 代 的 局 部 性 质 ， 因 此 ， 可 用 局部 Fourier iJ; Я) 
A ADW, 2. RAKARE, Bh E 
于 在 实际 选 代 过 程 中 ， 选 代 值 的 改进 是 局 部 地 、 顺 次 地 在 第 一 、 
=, 三 类 点 及 其 邻 点 上 反复 进行 的 ， 所 以 可 以 认为 总 选 代 效果 是 
这 三 类 点 处 迁 代 效果 的 平均 ， 即 取 Pro о) З TCR 
格式 采用 汪 各 松弛 方法 在 子 空 间 迁 代 过 程 中 所 表现 出 米 的 平均 效 
应 ， 参 见 图 5.9、 图 5.11、 图 5.13 和 图 5,15， 这 种 子 空间 进 代 平 
均 收 全 效果 也 在 数值 实验 中 得 到 了 证 实 ， 

综合 分 析 $5.2 一 对 5.5 中 的 图 和 表 ， 即 可 得 到 于 空间 选 代 中 普 
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E24: 3] БЕЗЕ. 

第 一 ， 无 论 网 阁 层 的 细密 程度 如 何 ， 在 各 网 烙 层 上 子 空间 迁 
Кн ar TMR Н А ЖИ ЛОР 1。 这 一 结论 表明 ， 当 圆 格 无 
限 细 分 时 ， 子 空间 选 代 仍 保 持 极 好 的 收 敏 速 度 。 ХЕЛЕН 
的 ， 因 为 网 格 章 分 是 逐 记 加 密 的 ， 任 一 网 格 层 子 空 间 中 的 网 格 点 
相对 于 次 层 钥 网 烙 点 的 分 布 现 则 是 完全 一 翌 的 ， 启 以 子 空 间 迁 代 
TE 28 ЛАК ЕЛЕНЕ ТН. 

BI ЖЯ] Ж ТАШ Buy u y, uji ЕШИКЕ E 
ЭН] ЖЕ Ара УИ НУ ДУ КЕ EUSEB XYEEBI5.9. 5,11, 5.13 
45. 15НА ЖЕНАТА. Іі, ЖР s 点 差分 格式 、 直 
Hi =Ж#ж ЕЛЕЕ ВЗ ERA Ел К. м im ASOR 
ЕЕЕ НР, БАНЫ Таза 4/3， 这 与 数值 计算 效 振 
HERA. ЯХ EEA SUA Aim TrA E A 
ЗОЖ, 

Ж-, ХРЛАТ LER BEST BO RAP, iX 
Xd x£— zb n T zB fuir esc s SE c SER s 2829. 

МІРІ, ЖЕН 1.8.8. AAAA R Poissong; fgg, НІН ЖАН 
НЕН, ЖОЛУУ АЕ 2 УН DES 
FARE, | 

@-Jacobi a9 Ж БОКУ <š SORJ J iE ЕВИ, 
其 中 ， “<” Жл «ЛИГУ ZA, 


$6 ТҮЙЕЛІ 


Ër m 2>3, H H] WOO. Wa. БОЛО). WQ.) 
ЖР. 分 别 表示 在 On 网 烙 层 上 进行 外 推 过 程 、 内 插 过 程 、 子 空 
间 选 代 过 程 、 全 空间 光滑 过 程 的 计算 量 和 所 有 这 些 计 算 量 的 总 
ЖІ. ҢІ ИСО) асы ОАЫ» 由 于 子 空 间 迭 代 的 请 无 
ИЕН, МИНЕҢ ARNE ЕН” СО о. 1) = 
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ОСУ.) 因为 在 0. КИКА ER Pro [Bz ЕЕ ДЕУІН ЗЕН, ВЛ, 
И (0.) = ОМ); 总 之 ， 在 Qn 网 和 格 层 上 所 花费 的 全 部 计算 量 是 
= O(N.,). 
£: BiSMETBUZERE RARR 1.5.5. ТЪНКИ Т. ч, 
= f, giai EE IEE, 
Jf =W +W, ++ + И, в Н, 
ЗОЛ, ОСА) c ОСМ ОСМ) 


чооон (H G) e (4) 7) осмо t 
为 了 观察 1.8.3. 算 法 的 实际 效果 ， 下 面 给 出 两 个 算 例 的 数值 


比较 ， 
WD 定 解 问题 
C Au -nz'sinrx(5cos22y - 1), 0-7 (0,1) x (0,1), 
ujso= 0 
КИЕ -4(%,у)-біплх( соз>лу-1), 

TiEO, 11x F0, LIES HU HE НАМА» EO. 具有 289 
ТЕЗ. ЕЕ БАЕ SERERE URGE BEC 
于 的 SOR ЗЫ. &l 5 E T-S IRE — 8t H өс 4/3 В SOR 
Жі. A 5.5 中 列 出 了 T,S,S. 算法 在 执行 过 程 中 的 有 半数 据 ， Ж 


5.5 蝶 形 双 线性 元 1.8.$. 算 法 的 计算 数据 


网 格 | 节点 тен | 全 空间 | FAENA 
Шора 控制 精度 1 
ЕЛЕР (UU. mnam жин cameo 
1 | 9 | 1.25 | 0,353553 | 2 | ol 
2 | 25 [1.45] 0.044194 | | т | TN 
(s | ns ози | 10 | 9 | "m 

a | 289 | 1.85 | 0.000695 22 | T 24,5 


注 : Р Ара 473, ов БУ И Тн 
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БӘЛІШ ГЕНІ,5,5. 算法 与 SOR ОИЫҢ ҢЫ 1х Ы 
d эе ӨГ ЇНЇ ААА ЕТЕМ ЕЕЕ ЕН НЫ, ІНЕН 
tb FEL TH EQ ESE RE Б ЖОЕЛ АНШИ ҢЫ. ПАПА 5,6 中 的 


55.6 1.5.5. 算法 与 SOR 方法 计算 效果 比较 


з | 节点 数 | 数值 方法 ЕЛМЕН ЭБС ЖЕН 
БЕС | 1,5,8, | 0,38E - -| 30 | 已 折算 
ГІ 2 | 289 | Sox | Q, 38E ~ 2 | 41 | o= 1,88 
一 一 mE — 
0, | 1089 SOR 0,$8E-3| 46 ЖЕЙ, Ев £ 
| | RAR ! 


Жыр, ТЕЙ, К DSERHI.S.S. SEE, Н НЕН ға, E E 
的 30 iX SOR 选 代 的 计算 量 ， 即 可 获得 具 A 0,38 x 1073 38 EF BS 
ИЕЛЕ; AMHRA R ERRATAS SOR 方 社 计 算 之 ， 需 要 0。 
BE ЕН 41 次 选 代 ， 也 只 能 得 到 具有 0.38 x 107* 的 精度 的 数 
ЕЖ, HE0, BEH SOR 方 法 不 能 达到 0,38 x 10 5 X HERE, 
MRE Qs 层 上 用 带 有 最 佳 松弛 因子 的 SOR 方法 ， 需 要 46 Dux 
代步 的 订 算 景 ， 上 于 时 数值 解 和 的 精 麻 虽 可 达 精 度 0,38x 107°, [BED 
计算 量 相 当 于 在 Q, ЕЕЕ ЕНУ 180 &rkikfOb ub HE. MA, 
ЖАНЕ 0,-0, ОЕ НКЕ БВУ СУЙ 
Иә Ий, ЕЕ Н А ЕАУ БЕН ЕЗІН H LS.S. - 
RAS, ПН. ЖОЧИ ИЕ ШЕ ЕНШ SOR 方法 的 精度 相同 . 总 之 ， 
J.S.93. 算 法 的 高 效 社 高 精度 特征 是 明显 的 ，。 


ЖИ? сені 


[06 3 6(x,yYu,y2 — (х,у), (х,у) 0, 
н- {х,у}, (х,У2 620, | 


其 中 ， 
> 423 * 


a( x, y> = x, 0, х=0, 


b(x,y)- xy, % у= 6, 
а(х, Уә) = А 

Їх, Уу) = —-6x'(14 y2), l +y, x= 1, 

Q-[0,1]x[0,11. (XX, у=], 


Е а(х, у) = x(x2+ уз), 

计算 中 总 被 分 成 24X28 E, У M = N =3 RIM = N 
= 4 的 网 楼 分 划 情 形 ， 用 1.S.S, 方 靶 和 其 它 经 典 适 代 方 靶 对 本 算 
例 计 算 ， 并 把 计算 结果 列 于 表 5.70)、5,.75) 和 5.,8a)、5,85) 中 ， 
这 些 数 表 中 ， 工 作 量 表示 折算 成 细 网 格 层 上 的 迁 代 步 数 ， 精度 采 
Ніш-ц аз 表 中 空白 表示 因数 值 计 算 不 驶 稳定 而 未 列 出 结果 ; 
每 个 表格 下 面 4 行 武 示 为 了 达到 TI,8.8. 方 法 所 获得 的 精度 而 进行 
计算 的 数据 ; ЗМЕЕ ежу 标记 的 数据 , 表示 在 同一 网 格 层 计算 
无 法 或 难以 还 到 1.8,8., 方 法 所 获得 的 数 佳 解 精度 ， 于 是 将 网 格 再 
细 分 一 次 计算 并 将 计算 结果 折 换 为 原 网 格 层 上 的 计算 量 ; жиен 
请 有 “xs#2” 记 号 的 数据 ， 表 示 在 同一 网 格 层 上 无 法 达到 1.3.8. 方 
法 所 获得 的 数值 解 精度 ， 和 再 在 细 分 一 次 的 网 格 层 上 计算 ， 星 花费 
巨大 工作 量 仍然 未 能 达到 所 讲求 的 精度 ， 于 是 列 出 其 所 能 达到 的 
精度 且 把 计算 也 折 换 为 该 网 格 层 上 的 计算 量 。 总 之 ， 从 5.70) 
5,85) 中 的 数值 比较 也 可 看 出 L.S.S. 算法 的 高 精度 高 效率 特 
"iE. 


作为 本 章 结束 ， 我 们 指出 ,1I.3.3, 方法 是 基于 渐 近 展 式 (5 5) 
- 作 外 推 的 ， 当 数值 和解 满 足 相 容 带 近 精 度 lun- ul = O (h) B, b 
EARTE, WEE 0. 网 格 层 上 全 空间 光滑 花费 了 一 定 的 计 
ЯЖ. ATIE BE bor НАЗЫ ЕГ ЫН RP ЛЕ, WJ 1.5.5.2 
HARRER ЕЕЕ ХЕ, 

万 外 ,只 要 与 非 线性 问题 二 = f 相 应 的 离散 方程 Ly ҚМ 
数值 解 us RAJEH (5,5) 式 的 浙 近 展开 式 ， 只 票 与 网 格 层 序 УЭ 
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{a2f} 对 应 存在 着 一 串 非 线性 离散 方程 (5.2)5 ЖАЯ LSS. 方法 
数值 求解 最 细 网 格 层 & 上 的 数 售 和 解 就 是 可 行 的 ,下 面 介 绍 两 种 办 
šE, 

HE, XEEHMEXEHORA PUE М ЕЛМІЗ ЕЕЕ Eq Bx Jy ТЕНУ 
ИЛЕЙ, ДАЖЕ SE E НЕН АЕ БАЕВА 
ӨНЕ, ИЛЕН Ж. BAET ИШ F: 

求解 Lu = },, і-1,2, 
对 从 8 开始 到 1 БЕШ, ТЕЙИ. 
UO) = EXTO Hi), 
Н.(0,00-ІМТ(, -1(0,-1)), 
| t (Q,.)=relax(Lo fo), 
ЖШ EXT 和 JNT 分 别 表示 外 推 和 内 播 过 程 ，relax ЖЖ» 
韭 线 性 癌 题 适用 的 子 空间 选 代 和 全 空间 光滑 的 选 代 过 程 。 

方法 二 ， 对 9, 层 上 任 给 的 近似 值 访 ， 用 逐 层 推进 的 办 法 Ж 
校正 量 ， 闻 样 可 利用 外 推 和 内 揪 过 程 加 速 推进 过 RR. 0 25 РЕ 
可 描述 和 如下; 

Ir H, 计算 
а, = {= ГЈ LEO, іх1,2,:%-,1, 
求解 Ld, = 4,, і-1,2, 
对 k M a IHSI НЯ, КЕШЛ S 
%.100,-45- EXTO,- ss 6-12, 
ФСО) - INT (v, .,(0,.:)), 
$,C0,) = relax(L,, d,,v,(0,)), 
н,=Й+ї,, 

кз, хасан, иласинінтен 
WEDER “АМОР, БИЙ, ПЕБИЫЮКНЫ ШЕ НЕ, 
E HEXTICRIRS LSS. 77 153 А СС. | 
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Бух A ИЛЛ ТЕНЕ ay ADAE: 


= E pa IR] ЕД 
( vov reu fs (x, у)<0, в D 
u-a, (x, y) сда, | 
E32 48 BEBE ха l 
а(ч, 7) = (А 9), — Vv,CV.CQ, (6,2): 


AB, Аа ЕЕ ЕЕ, ЖАРНАНЫ V CO, 就 简 记 
ЖР» (6.1) 和 (565.2) 式 的 有 关 记 号 和 者 义 都 与 第 二 篇 第 一 、 二 
ЖЫНЫ. 本 童 指出 ， 在 有 限 元 实则 六 ;的 某 些 直 和 分解 设 计 下 ， 
ЖЕРІҢ а(•, +) ЛЕ 3 Schwarz 不 等 式 , ЕНДЕШЕ, Жа 
ВОЛЕН РИЛА ИЕ, КРИ БЕБЕ АУЕ. УМЕ 
RRE КШ R88 e ШИЕ ЫЕ АҚЫ. 

жен, AERC, OURE ЖЕРІ? ас. 
y 


51 ad Schwarz 不 等 式 


ASA. (GIDARI ВЕЕ ВА а( +, + DID EE n, 立 ， 

B. 
0c [a(u,, vo | Ta" (Qu, u,)o" * (v,, va), Vu, V, E P ,, 
其 中 
ї = ѕар{ |а(ил, Vad} Дш, [Yai Үн» v, €V,;, 

| ШЕН, Hi u, RI u, НІҢ Ta RAH 六 时 е1, Di 
\ ERER, MUERA Schwartz +ë 55, EH аби, os] 
=u |9, dT-1. ЕСУ 


P= sup (I2aQu,, 99 ]/(ш +}, 
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一 方面 H 2чу] [01и e io 80 3 K y 的 定义 ,有 PAY, JI 
一 方面 ， 由 


y = sup(I2a(u,, v) | /Cusl? + н] )} 
-$Sup([2aqu, v) | /CGiu f? + ө); Ib T vul 1) 
supi |a tas 2.) [5 usl= [| = 1) 
= вур{ [а(и,, Va) | Дн ina] lel = к= }=7 


XU YAT. BZ ?=?= 1. 
但 十， 如 果 有 限 元 空间 РАЗ bi T dE3E R SIBI 的 直 
fF =V DV +), MARERA ЗЕН) Schwarz TA 
| la(v;, v; | Уе, ІМ), Vu ЕУ, Ve ЄР, 
О<У = ѕ0рі іабо;, 0) 14101119515 ЕРІ. ner). 


ЖЖ al, DAFAR, ABRAR | 
а(%91, - = соза! val Yor EFi Vu, ер, | 

中 的 & 是 矢量 :和 v 893248, АРУ ç R 中间 属 一 个 有 限 元 空间 
„ИЧ, vni "两 天 量 的 来 角 可 能 是 0 或 下 ， 所 以 ?=1 HM 
Р, 能 直 和 分 解 旦 内 积 的 核 只 属于 某 一 个 子 空间 时 ， 两 空间 中 所 
н K BL BU3 Ja НЕ |со5а|-У<1.02 | 

RIK. З) SX TB BS v АЕН. BRRR Ха, УҢ 
可 能 与 基 函 数 和 网 格 分 划 及 微分 方程 的 系数 有 关 。 2 

读者 将 在 84 中 看 到 满足 强 Schwarz 不 等 式 的 有 限 元 空间 的 
具体 设计 ， 还 将 在 2 和 $3 中 看 到 强 Schwarz Шыны ж 法 
种 逐 层 分 黎 算 法 中 的 具体 应 用 。 
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—— C6.2)， 设 采 用 三 角 单 元 前 分 ; 所 
有 三 角 单 元 的 顶点 先 编号 ， 编 号 为 1 到 浆 ; 单元 边 中 点 后 编号 ， 
fg 28 IV Lea) Nu 设 在 单元 顶点 处 和 单元 边 中 点 处 分 别 进 置 
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(6.3) 


HHA v0, HA 
Vi-sspaníg,lé- T1, 2, w, Nrs 
Vaiy-sSpan[y]; Niti, =", N r), 


p =V DF. 
此 时 , 有限 元 方程 (6.2) 的 系数 矩阵 有 块 状 结 构 , (622 A RT EC ES 29 
абок, u.) = (GC DG) (2), (6,4) 


Жн, 4,7 (аф, Pi), B,= (GG, T0 F I = (Ў, Ф), Бит 
(ОҺФО)» 51,2, No Ek, f N: +1, es Nu, UMU 
别 是 对 应 于 в, ТЕ Ë G ТИ кд ЙЕ РА ЖӨ AE АЗ рй ЖАЛАНЫ 08 所 
构成 的 系数 矢量 。 

利用 {8.3) 和 6,4) 式 ， 可 以 设计 三 种 求解 有 限 元 方程 的 分 裂 
A. 

定理 6.1 EPAR ШЕН Ruf (6,205 C, DB] 

分 列 算 法 一 ， 

(ui oe m Со) абиб, о, Ye еу, 


6,5) 
G(ui* Va) = (fv alut ғ), Vur EV x, (6,5) 
或 ААТ SEFE -CUE 
( | " | » N (8,6) 
B,Ug -Ғұ-СЫ)ут?, 
具有 月 无 关 的 收 笋 因子 y 


证 明 因为 V Is Dr Н ні, u, CU, ux, ер, 所 
ГА Н(6,435 61, (6,2ysf AA 
(es Ora Vu Gr is 


авиа) = (fF у) — alH, 9,5, Vu € Vg, 6.7) 
a(ut*t'-u,, vi) -afu — uy, 71). УӘЕРІ, 


OCH us, br)= —a(uf -u,, ta), v Ua CH, 


орен енг, va-ulb't-u,, HAJI Schwarz 不 等 - 
式 (6.3, ME 
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8485-41 Ез JaQut ua ur —u:)| 
rfu- u] e Jett -uls 
lug*! ug]? = jaui -ts и-и) | 


sv[ut -u,pliuk'! — ual, 


МІЗ! чуру? ші”! — 41 
[uitt мо] <и], О 
定理 6.2 3506.302 1л, DW EPA RID ERO .2)ERCO, D RIS 
ЗН, 
MAMMA Уо: CF, 


a(ug*',vg) = (fyur) -aluti v), ҮР ЕР, (6,8) 
X 
АО = FI- СЫ, 
(ва ios (8.2) 
RA h 2 Ry AKT У". 
HA ” 仿 定 理 (6,1) 的 证 朋 ， 利 用 (6.7) 和 (6.8) 式 相 减 ， 有 
абир —u,,v,)- — Gn} = Cu Q uk, б), 
a(uj*! —u;,v,)* -autt -uV = a(Qu; ut v). 
$ v =Ni 一 Br vuit 一 uy 有 目 利 用 不 等 式 (6,3)， 有 
tt uu] viui url, 
【 cus vui! — u l, 
ЖОН 


jutt - u Ex vut ui, 
іні uad а, ІШ - ul, Г] 

HADER (6,6056 ОАТ ЕЕ яп 
Жа ЕЖЕН ОТЕ (6, 4) А Jacobi WE GS Ait 
方法 ， 有 自然 也 会 想到 构造 块 SOR 方法 ， 所 以 有 

定理 8,3 若 (6.3) 式 成 立 ， ОН,ШЫТ HI (6.3 式 或 (6.9) 3R 
确定， 则 解 有 限 元 方程 46.2) 或 (6.4 的 
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TRAAT: 
(Vi =U i ogi, 


" (0«0z:2) (6,10) 
Uií''-(-o)ironi: n 


M ытта, BUE CERRO — 1-01 
(15/i-p)) Езрінгін ЕЕЕ. 

值得 指出 的 是 ， 只 可 0,2 XDESXX, РӘШ, (6,3) 5 
就 能 成 立 且 7 与 点 无 关 ， 从 而 分 裂 算法 的 化 下 也 与 声 无 关 。 这 是 
与 经 典 选 代 法 的 化 速 与 丘 有 关 ， 即 与 网 格 分 划 的 细密 程度 有 关 的 
结论 是 截然 不 同 的 ， 另 外 ， 和 分裂 算法 将 有 限 元 方程 分 裂 为 两 个 低 
维 的 方程 组 ， 从 而 数值 求解 的 计算 量 大 为 疲 少 :分 发 算 法 在 产 : 
入 上 交错 适 代 ， 园 化 过 程 可 与 节点 编号 无 关 ( 参 见 第 五 次 84)， 
xxx ЛУИ Ж ЕН REUS ay. | 


S ЖЕН ФЕ АО 


为 了 更 有 将 地 发 挥 做 营 式 迁 代 原则 、 分 裂 算 著 。 外 推 撤 术 、 
超收 伍 竹 技术 和 多 层 岗 格 方 法 在 数值 求解 有 限 元 方程 中 的 作用 ， 
本 市 介绍 一 种 求解 有 限 元 方程 的 逐 晨 分裂 选 代 靶 。 - 

ЕН ЖАР MEE Ж Q (С 2052), ЗІМ ЫЕ 
FEFA) i21,2,-./, 在 每 一 个 网 烙 层 如 上 对 应 着 一 个 与 
(6, 2» SLAH BEING ER262 Ж 

аби» V — Cf, v), Y v, CV CD) (6.11) 
Ай u, =u, (Q) =u (0,., yU u,(0Q,/G,.,), 

HAKAA УНУ А. МЕ БІРДІ nat pi АЙЯ 
ARAR, ХЕОЫЖАРҒЖЫҢҚЖ RIDES €. MAE 
种 情况 下 各 个 网 烙 层 9.(f= 1,2, D ЕНЕ ЕН ІҢ 的 ， 
同样 ， 若 (6,3) 式 成 立 ， 则 在 每 一 网 烙 层 上 都 可 以 用 分 裂 算 法 。 
ШІН, “(6,1135 ЧН 

4400, и, (Q UD A 4), 


• 434, 


u (0, 2) ЕР: = spani(JA&zc DT a 386855), 

u,(Q,/0,-,) €V,- span(iouib н ЖЖ). 

Е Q, ЕЖЕ Ж Bou FE (GG. TD BIKES BUS IS 法 
具体 步骤 如 下 : 

Ж-Зр ARERIA RO SORISIRIE аби ov) = CP v, 
і-1, 2, fu (0,0Я1н,(0,); 

第 二 和 步 ЖН (aR ц,(0,) PME, F), B 
Н,(0.) -H,(0;) 

= ARE P$, 得 (03/0) 

第 四 步 £ Q.,/0,m О, 上 用 分 烈 算法 一 (或 分 裂 算法 二 .三 ) 
{ЕЗ НА К 

ЖШ: dE QQUIDELEESIL—-.. РРА, E 
至 求 出 u, (G;); 

第 六 步 BREAGH Q- ЕЕ ЕТЕЛІК ЕНЕ БЕ 35 
本 ， 获 得 О, E: EB AE НИЧ БАЛЫН ДАЛ ЖЕ. | 

实现 该 算 硅 的 计算 框图 见 图 6.,1， 


rele 


(2 


МА 
Малың URS. 


pisa P ДЕЙСЕ 
МЕ ИГ. 
调 形 式 D, 于 程序 
le] 
[fel WE k Roob8 TY Bm i= 29 


ЕЧ 5.1 
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值得 指出 的 是 ， 该 算法 过 程 中 的 外 淮 都 是 根据 有 限 元 解 的 源 
近 展 开 式 (5,5) 进 行 的 ， 因 此 ， 对 线性 元 和 二 次 元 要 区 别 对 待 。 
另外 ， 图 6.1 适用 于 一 般 三 角形 分 划 情形 的 逐 层 分 型 移 代 法 ， 若 
是 直角 三 角形 分 划 ， 则 图 6.1 中 的 “ 调 形 成 p, 子 程序 "和 “ 调 形成 
有 限 元 方程 子 程序 ”这 两 个 模 抉 可 以 省 路 ， 

关于 逐 层 分 裂 选 代 法 的 效果 ， 有 

定理 8.4 3 (6.3) й, ДЕЕ АКНИ о 层 上 有 
限 元 方程 (6.137 的 敏 速 与 及 无关， 总 计算 量 为 OQ D. 

证 明 ”因为 线性 元 或 二 次 元 的 误差 估计 式 Ju, — u] = о», 
所 以 有 

和 一 
ХЕ ЕС. ISW, Ж 

а-и}. і-2, <, d, 

在 极端 的 情况 下 ， 设 在 а, БАТОН е» 
后 ， 数 值 解 #4 已 是 (6.11? 式 的 准确 解 (数值 解 已 无 法 改进 机 器 精 
BO, SEZURUR ROAD A TAEAE ОВСА р), N 
有 

二 
所 以 ， 在 任 一 网 格 层 9.(2<1<1) 上 的 交错 选 代步 数 有 保守 估计 
к<к-|шілгіі, (6.124) 


BEASIBSU Q, 层 上 施行 内 播 和 外 推 的 工作 量 至 多 各 相当 于 o, 层 上 
By— iE, ШЕ, 全 上 的 全 部 计算 量 至 多 相当 于 该 层 上 (K 
+2) 步 选 伐 的 计算 量 。 

A NL /N,021/4—1/30 2 2,,D, БЕШ En I D... 
Q ELEME TTXERERBADEDGEBDBREGIAEGEÉEImEUÓroEIK 
FERTIER: 


R<(K+2(1+ L4 e "|= (K+, (5.125) 
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最 后 考虑 到 Оо, 层 上 每 选 代步 的 计算 量 为 O(N,)， 就 可 确定 出 使 
BE ПЕНЕН АН УЕ А О (М). Г] 

FLA AS LEES АҒЗАНЫ FB 4 КЕ 
О, 上 求解 46.11) 式 记 需 的 总 计算 量 ， 再 把 它 折算 成 О, BER ft 
步 数 并 列 于 袁 6.T 中 。 于 中 所 用 到 的 线性 元 、 二 次 元 的 设计 攻 其 
福 庇 的 收缩 数 抑 34 和 85， 

对 于 逐 层 分 裂 选 代 法 ， 我 们 用 (6.12a 和 (6.122) 式 个 计 之 ， 
XT RH АҚЫ REDRE, RTR IRA im 1073, puff 
hiss1077, іш--шісі, ИАН ААУ ЖА, 这 些 列 
T 6.1 THRUSCUE DS (Ri PER HH Т БЫР ҚЫ ЖЫ 
Е. WE y S yK TNS BU ЛЕ EF S BE ЖЕН ЕЕ КЕ К?Ч ШАШКЕ 
AUR GEA) ЖИЕН. ӨНЕ. АРОН 
ТЕ ШІН Ил, ШЕЙ НЛ {ЕЖК, KAREAR 
ЗЫК EB ИА ЗЕ T. 

^o.) NSSUERARAZEUETITERIESS 


A 未 层 分裂 法 单 用 分 发 法 
fta 让 一 和 一 了 | 一 一 一 一 一 一 
PS REN ат sm Am | am | s 


一 次 元 ( -У2) 12,0 7,5 4.8 p 52.2 | 25.6 10,5 


34 шай Schwarz 不 等 式 的 三 角 线性 元 


强 schwarz 不 等 式 (6.3) 是 分 烈 算 法 和 逐 层 分 多 算法 的 核 
4437» 


心 ， 本 节 将 设计 适合 (6.3)? 式 的 线 竹 有 限 元 空间 。 
首先 说 朋 ， 强 Schwarz SE C6, 3» Bi iT aT EL 28 dE — 
个 单元 上 的 相应 问题 。 
事实 上 ， 在 人 性 一 网 格 层 а, 上 的 有 限 元 方程 (6,11) 都 古 由 所 
有 单元 e F RUFA IP В er ipu АЈ, Fj 
aG(u,v) = ACIDE (f ,uy = 之 (fo 


同 伞 ， 与 人 6,11) 式 可 应 的 答 阵 表示 式 (6.4)， 也 是 所 有 单元 e 上 
的 耶 则 阵 和 子 右 端 合 成 的 结果 《〈 参 见 第 二 篇 82.4)， 即 


(s )-xGs ы» БТ G2. 
EB, BB REOR FORTIS HAS ETT SE ER Л. e ЕН 
情形 。 这 样 就 有 

lJatu,wu)] = |220, (u, e) < >>, gaz (u,u)yaV*(u,v) 


=. (тах (у,)) «a'*(u,u)a"*(v,v), 


其 中 


У, = Supi [a.C 0)] uci, ЗЕР, a,(Qu,u)m- a (0,0) = 1) 
P smaxy,, 


(8,120) 
因此 ， 利 用 (5.120) XR DUST B E 2 BIER EYE JETER HE 
(6.3353, Ае EET EH sty. 和 ? 。 

Жары ЖШ Y. 例如， 若 设 4， 和 B dE 
言 异 ， 则 由 定理 6.2 知 分 列 算 法 二 ， | 

(UE -FI-CQCQUI, 
BU $+! = №, Cciuti'!, 

ЯНКУ Y ДЗ 
UY*t- I. = - АССА На) = Аъ CBK CIUR- UD, 
Ui U= -BI CROUS UD = В CLASS CQ E - UD, 
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та 


Жї 
V'-pAS CBS СЇ) CPC СА, CH. (6,138) 
dS A.X. Ba FER ARN аҙ,  ӘЛРИНІЕЗЕ, YE VRHE 
定 )， 财 ?2 可 通过 特征 值 问 题 
C BI ICIN ААХ (8,186) 
AU. 各 然 ， 入 有 可 种 用 (C6, 12e)I(, 1300 zt P RUBRI TD РЕЛІ 
ЖЕУ» PNPP АУ, 

Шен» XJ F -— 2) ИНИ JE, GEURVSRSRUC E 
ш veen Ji y. = Y ПЛАНИ 2] e RRI Mc Ou 
Ui. F МБЖЖ Neumann ра КН " 对 本 强 
SA " Ж, AYY; X; та HRH ШУЙ Ж, — А 
Ж y == Y, 

Titii ae ran Schwarz Z&S, si ЙО ЕС, JEH (6.130) 81 
(6,135055 TH ЕН 38 E Y, 

Якш "iL. e(^a 0a.) а z 


16,2, 37 E Т £o TE 
ASE RU КЛАР €, AeIE ARTE реА Ti a, H 
(х,у) — LCS, Y), (X, Ee, i= 1, 2, 2, 
Plr Y) = Г;(х,у), (х,у) е,зт-1,е-,1, )-1,2,2, 
ШІ, Peni X TERG е bn 


T l Flr -b tz: 
ЛАТ,» yu AA M: T d Ел, Ji | 
Є в EM ET EI; AS P. 559 X, V. 

Tn tatu: | Í 

AL'z d IPIE FER 


Е ӨК, 
Рт-врай;%,Іі-1,2,3), 
VWi-spuüniy;jf-i1,.2,3L 


ict Ú € d m os, 
e, BJ лз 8/4, Ау р SEPE 


пан, 0) = | vuvedsdy +а| uudxd y 
+È 


м ШЫ 


A C .. 
IL АНЕ AIP Е Шеше 


A= Ау РА, Ë= ИЕ. + ЁЁ», С-СЫ». іші», 


xkiu 6, ўл e TED дї a, ЖЕКЕ АРЕ Rt, 
B 3 
c = Cgf C= Meo, d= N <о870,, і-1, 2, 3, 
i-i Г-і 
4 
C. C. -с, —6, | cC -с; -ce 
A=, —CQ. су+с, “Ci , Him! -с; C -eih 
-с., -С, C+C, -Cs —©, е 
LEM 311 255 
1.2202 1 | 1 „у 
A= 1, 1214 Bi. ІЗІ» Сі5-; оло, 
2112. 118. (à 8 2/ 
(6,15) 


"FT SECO. 14) AKG 15) 3X5 GE SS TE, BX 


а (утеху), | B, = (| ахау), 


Сї (| 7ео7%4хау) —.. 4a = (М. T аху) о 
( 


Bs= (l| ахау) ， СС, = ір Фр, dud») |, 


TP 


BIB, BELA (2,31), ИК] ӨТТҮ 


| ve Vei dad y = Гаай, | F {45 = le, +s.) 
| “ррур,ахду- Qa. е 0491/45 = 7635/2, 


ЖЕЛЕ, 


z r4 2 
[ VW a = Hafal 1" p Hetl ше, 


5 5 
{vy oyudray= Pm rtu be buby Lou, 


- ; 1 I 1 
[x pig dxdy = | v(s.. + PEE T 2 pe) Vy. dxd» - LL 


| papada dy ( (bor + 1s 4зду = 25. 
ІНЕ, du DATE SIE E (6,1404 C6, IDAR ЖО л BJ E ALTE, 
下 面 计 筑 关于 | vus dad yau ӨНУ). 
E165, 13a) 4 (6.135 OR pish je Ps Ep AEE a) А, 
A BI A xS AA X EX Bi! May = Ay, 
id D,- diag(ei ei, e a) 且 利 用 关系 41 0B. Do ШЕ 
SX Hj 52) 
Vc BUDOy- A 
ШТІ, 
yi cda G7 рд). (6,16) 
利用 三 角 恒 等 式 


c e e,  1—d 


c | 8-d" 
并 经 计算 订 求 得 适合 [| 万,- AB, [ = 08 
4151, А, = t *4d-3, Acl-vdd-a , 
# ARAG. IDIO SISTER EE 
íy _ Š 4 9 
ris ž+ /4-2, (6.17) 
ЯНУ, Шалды а ЕКЕН, 
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y. 
| 二 次元 了 情形 
| 
A 一 二 一 一 一 一 一 一 二 二 一 一 — (bsc ns 
pE 1 
Га | 
| | 
| | 
{ ， 
3/4 2 3 d L 


6.3 
下 面 计算 关于 | wudxdy 的 收 第 数 ， 


HEIDA А. BA Co" BERI AREA 
аг-ВЕЕТ, ЕТҒ-Оа. 1,10 


жай ПЕНЕН ЕЕГ ВРА, ШИ ЖИИ {+ З-ДУ pa ЖО 
(С буна, шқ 


Сї В, 

Ж А э =€, I +B ЕБЕТ, В, 2050 - BER C, =a I +B EFT, 
(0, 23,0? а: | 

jul À1 => г) | ` i "1 Z 1 7 Аз | М 

(44, +a, E SE 2101 


а= ахду Д}, 


(B, 18) 
IA 6.15 Ы Ags Dati САНЫ VR ME, ЕН 
rama 5 91.9 | 
Кел таху, › ds fT рр" (8,19) 


ЕРИ i v eV vdxdy а aÍ uodxdy 


e A. 
орн л И аР CS ДИ, ЛЕН Y. 与 其 个 Ж 
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в 


КЕ. ТРЕ ARD 20 18 Ж, Ai Bi Сі. Аз. 
В.С. ЛЖ ШӘ + PEET AER ЖЫЙЫН k HY, S! 
有 的 依赖 关系 ， 

由 (6.14) 和 {6,15) 式 ， 有 

А-г,.1%%ф,ЕЕТ, B=a,+B EET, C=8,+ğ, EET 


R= 一 a,=— —— ---фУ 9. 

SEE i2! (Y V 8 04545» йа 2 * 15/7" 
— v 3 і wv 3 і v Š 5 

= жы + шеш g = — _ 

£ 6 12” Bi 3 MET * g tus 


再 利用 {6.18) 式 ， 就 得 到 
/^yizmaxiA, Ah’ | 
8 m} È 
А А à (ауз) 
% £ ——————— — O]PüÓ€—À—— 
_ - 16 — а 
(eas (аж) 


A 


(6.20) 
我 们 将 vits e (ES AES EOD hs S= м3 a ghs = 2 3,) 
НУ АШ AS В РИЧ, 4, 


15/18 
1/2 9/10 
уф ———— 
| | | 
— 4.81. 15.58 
2 d 4 h Б T gh? 
图 6,4 


当然 ， 图 6.4 中 的 曲线 只 是 表 了 明了 正三 角形 单元 这 种 特殊 傅 


+ 


形 下 的 收缩 数 ， 对 于 任意 角度 参数 关于 р(х, | 9745 04х2; 


кабуу) | wudxdy 的 收缩 数 ， 不 仿 借助 于 数值 计算 拭 绘 出 近 


(БН, ЖЯ Шашы ыы аны 
= У B, | 
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本 节 介 绍 三 种 适合 强 Schwarz 不 等 式 的 二 次 元 ， 并 计算 其 
TRI BOT SA. 

— KI 

如 图 6,.2 所 示 ， 设 

MHAR, 7 = 了 工 ， і-1, 2, 3; 

даа, j = 41.185 L= dL ГЕ» Зал AL L, | 
Жү L, = 1,2,8›ЖДЕ ХЕЛ e 上 的 面积 坐标 ， 则 
Vi=V mri, РІ = зрап(ф, |= 1,2,3), Vn -span(y,[ií - 

EL 2, 3 
C 1840906. MYRICS 15), ЖЕРЛІ, H... Q 


с 2+6, -с, -с,? f с -С, 0, | 
A= — 6. Catei — €: , sce E - ë, pU 
— Cs ~C; Cj, d 6, 一 ei c J 
С, = Ai: (6,21) 
2 11 NL 1 | I 2 21 
1 i 
а inap ева сүз 
Аг = i ip Bac 011217 С. = E (6.22) 
1 12- 112, 221 


仍 按照 84 中 的 办 法 ， 潭 用 关 系 41 = PB - 10, 通过 求解 
特征 问题 


5 Eatas = 15 p (3в,-ір)-әз». 
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k 
1 1 
4 жз. i 
"n 


ым" 


RIA 
ri=  (1-һы(В:* D.) 
其 中 


= i ур жиги 21.1 ғ 
A=], АҺ T+ | Ad 3. А: 4 4v 1d 3, 


k“ 


ктү TY I Хет vuvvdxdy eus rdc 


>. 01,1 /, 3 | PEN 
у= + 3 /4-%, 00.25 

Ж УІНЕ d ОЙМЕН S CT H6, з. | 
按 $4 中 的 分 析 办 法 ， 利 用 (6.,18} 式 和 (6.23) 式 ， 世 可 计算 出 


二 次 元 关于 | wudxdy 的 收缩 数 


Yi- max 12, 了 = | | (6.24) 


最 后 就 正三 角 单元 情形 ， 把 二 次 元 I 关于 | VivVvdxdy | 


+ 9| uvdxdy 的 收缩 数 ЕЕ 
уг = max (ÀA,, A.) 
| + 
BJ3E КИН ЕСТІҢ 6. 4 中 。 
二 次 元 | | END 
如 图 6.5 所 示 ， 设 三 角 单元 s 
НИЯ 5, |4, Аз|-а, АА, с b 
=b, |414.і-<, 4р; = 
lA;:D]=1,, |Пі,ісі,. 
在 单元 e ЕШ ЕГИ ЛАТЫ - 4 2 р Аз 
构造 二 次 元 : 图 6.5 


ТД АЕА =L Ф,=х, Ф. = у ERFARE ГІ» 
ура Ж ЫЎ, = AL ,L,, L= iL Ls, у= iL L, 张 成 
子 空 间 Va. 
Xj Poisson 方程 ， 可 计算 子 出 阵 各 元 素 
QP PL) PP = 0 PP) 


= Q Pis) = OPP = а,(Ф,,%:2-0, 
OPP) = 5 = aP P) 
а,(Ф,.Ф7) -а,(Ф,,%)) = 0, 


a, (9, 2) = 9,0,9) = mS, 

a, (odi) = Hb tor~ (та - 5,215, 

a Qi = ~ Bats, (6,26) 
altiste) = at S, 

(Pas Ss = Pa! + or - 1,038, 

o (hai) = Em 6475, 

a (js) = 5S. 


Ш ч-Жатеуь v= Xat CV. (6.27) 
н 
| a, (ttu) = a x gu, > tP, ) 
іші іті 


ar) ma вар, X бан), (8.28) 


aD =a Зеф, X Bd.) 


利用 (6,26) —€5.28)35/ 8I Lagrange ETH (Es X (5, 120933.) 
Ваау, < 
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R= ja (u,uy]| + А,.Га,б(и,429-11-32.Га,6%ы9)-11,) (6,29) 
则 由 
{Ке RR {= 1, 2, 8, 
a,(u,u)-a,Qu,u) = 1, 
可 计算 出 а, ЯП В,(іс1, 2. DHE ALTI åp 再 将 这 8 ӘЖК 
人 (6.39) 式 ， 即 可 计算 出 
y,- тахћ, (8,31) 
URS MNE AAA SILA ЖОН (S. 12258, uni 
求 得 7,，。 
Ип, едан ё л, ШІс-а-т-і,-і,і,ш 
9， 则 由 .上面 诸 式 可 算得 ?= 05/3. 
A e REZAR d 5, Шазсӛ-схі, Ғ,-і,-1/2, m= 
v 38/2, ЈЕ С6.27) — (6.31) АН 
R= a, 一 ^ Š 


(6,30) 


G Bs — Lash, + -asps + Soaps 
tas tol) +. 4(8{ +В} +81) 
- 2.6818, + B.B. + В,8,) |, 
ғ,-о B) 23 в, - 27 3 в, ома, 50, 
R:,=0, HD -$B +ŽB, t 28, t 24,2, = 0, 


Ra, = Ú, Ер -gs + ha| 381 ~ .88s 4.1- 9, . 


ғыз, B) 278 aus auem 4-3, |=0, 


| 
а-ы -2X Ba, + e+ |88. 38 - 88,]=0, 


由 后 三 个 方程 相 加 ， 朋 国 A.S5e0, Т 
В +B. +B, = 0, 
= f+ 


ЕП | | 
бї+ + В: = — 2B,B, — 28,8. ~ 28.8,. 
х, ЯН Em 44 


2 
|a, ,v) | zm | 23 а,в, - 2v 3 а.в, — $B 一 Zag] 
= ja Bi + 2v З (GB tt B, BatB) 
+y iB, = а, бы 
«aif + A adB + dot Bit савт + 40164 
+ Зарр 20383 
400182 0:83 + eiBi + oA + oad EET: . 
=4(ай+а (Bi +B: +B1) = Sa, (u,uyú (0,0), 
所 以 , 估算 出 二 次 元 工 求 解 Poissor ЖЕК Y СҮЗ /2, 


二 次 元 看 


在 单元 e 上 用 下 面 节点 基 消 数 构造 二 次 元 ， 
Тре, 单 = 281-11, Ф, = 28: L:s = 2L3 - 
Las 


ARAE %-1, $, = x, y= 


用 (6.277~16.30) 式 ， 可 计算 出 二 次 元 攻 T 
单元 情形 ) ЖИ Poisson 方程 的 收缩 数 ?,= 73 /3. 


$6 ЕВГЕ ЗЕ 


设 RB ARIF PUES ЕНЕТІН U E ИН ONUS HEADS 01, 05» 

4, Q В, 网 格 层 仍 有 直 和 分解 结 ғ): Q l) (Q, ,/9 yU (Q. 
Ja, U U 0,701.) = 0. | 

ОСОО тсе AD AMEX RZEZ, AE fE 

ВУКАНА ВК Ки зе ЖЕ ЕНІН, £8 0156.6. 331. 3. 5. 7,9, 
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i11、18、15 属 于 0,， 偶 数 编 号 点 属于 0./0., ВА» 0-0,1) 


АУЛА 
(¿SSC S 
N S SV 
ZNANA 


图 6.6 ` 
对 于 0, ЕВА, RH 0, 上 的 三 角 线 性 元 节点 基 函 数 us | 
对 于 /91 上 的 那些 点 ,采用 0, EZARTEA d 1 
нына вер,» veEV ito; n, ` 
现 限 制 在 任 一 单元 есп, КИЛЯ Лә, 2) E 计算 a, (и, 0) " 


Ж. 

p v ЖИЗА Нор.) = ФОР e(P a) = Ú ;所 以 
Ж: © :QCI)-auD, u CIL) =u (0), | 
(1) = -v (H), 02612) = 9, (10, шіл LM 
从 而 有 mE | | 
ра, бн, se |. (u ұр; +u,v 45011 

| Паһаған = (| о, ават | 16.12282 ) ^7 
-(f. [u | dE dn + | Z Uel? + БА | dedu) 


<У (| dul? нн ава | dve!” 
ырыуы)”, 
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ж RB 分 划 下 的 三 角 线 福元 解 Poisson 方程 的 收 第 数 为 Y, = 
v 2/2. 


Ек, RORA ETT HIS 
， 前 面 几 节 只 讨论 了 了 有限 元 的 收缩 数 ， 没 有 介绍 施行 分 
на, RREA, MAERA SUMI 
ЖЕЛІНЕ ШЕНІНЕН TARE ATE 
EM: El £7 Hi НЕ LAC rh ЖЕЛЕ] АТА] ЕЛЕ ІНІСІ 
x. 
BRL, МЭР ЛОКК K ЖЛЕ О-Б PER RA Ж ИКЕ 
中 的 应 用 也 是 很 有 意义 的 ， 研 究 办 法 仍 司 于 三 角 元 情形 ， 即 先 作 
特殊 的 扎 形 元 设计 ， 鹤 成 相应 的 单元 刚度 和 矩阵， 再 用 最 优化 方 靶 
或 代数 方法 计算 出 矩形 元 的 收缩 数 ， 最 后 利用 单元 刚度 矩阵 或 不 
同类 型 点 的 局 部 离散 格式 , 就 可 方便 地 进行 分 异 算 靶 的 数值 计算 ， 
,第 三 ， 根 据 有 限 元 格式 和 差分 格式 的 某 毕 统一 姓 可 以 推 知 ， 
对 某 些 差分 格式 采用 分 六 算法 应 是 可 行 的 ， 有 兴趣 的 读 省 可 自行 
深入 过 论 之 ， 
第 四 ， 对 本 章 的 特殊 有 限 元 构造 ， 例 如 $4 中 的 三 角 线性 元 
等 ， 按 82 中 的 分 柳 算 苇 计 算 ， 请 读者 注意 ， 这 样 算出 的 о. 
单元 边 中 点 处 的 有 限 元 值 ， 而 是 相对 于 u, 在 该 点 处 数值 的 校正 
Ж, 
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第 七 章 ” 余 量 校正 迭代 方法 


多 层 网 格 方 法 是 求解 离散 方程 Lu = fi 的 高 效率 方法 ， 但 用 
此 方法 并 不 能 改善 数值 解 的 精度 阶 。 使 用 外 推 技术 可 有 有 波 地 提高 
此 离散 方程 数值 解 的 精度 ， 但 人 们 必须 知道 数值 А ч, Br RAR 
渐 近 展开 式 。 另 一 种 提高 此 离散 方程 数值 解 精 度 的 地 东 是 在 进 一 
步 简 用 残 差 量 校正 技术 的 基 宙 上 形成 的 ， 称 为 余 量 校正 选 代 
(Iteration Defect Correct) 方法 ， 简 称 为 【DC Ж, ЖЫН 
mh L. Fox, К, Böhmer, H. J. Stetter TME j 5Е 704 
代 初 期 开始 总 结 研 究 的 ， наны ыы 
有 效 数 全 方法 之 一 ， 

本 章 介 绍 IDC 方法 的 原理 、 构 造 及 其 数值 分 析 结 " 还 将 
介绍 该 方 靶 与 其 它 数 慎 方 靶 结合 的 者 算法 。 


51 余 量 校正 迭代 方法 


ЕНЕЕНЖЕИЯН Л 8 
Lu= f (7.1) 
的 边 什 问题， 与 (7.1) 式 相应 的 离散 方程 是 
Lus = А (7.2) 
ЕНІ НЕЕ x， 求 解 (7.2) 式 容易 且 数 值 稳定 ， 
正如 第 三 章 $1 所 述 ， 经 典 渤 代 方 法 数 信 求解 0.2) 式 用 到 了 
余 量 校正 原则 ， 例 如 对 任 给 的 近似 和 值 4， 经 典 挝 代 方 法 可 9 示 
为 
"" -ui cui, 
Qik = dj t = fa- Lu, 
其 中 Q, ERIT L, 的 简化 离散 算 子 ，vi 称 为 余 量 或 校正 量 。 
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ШНЕК ЫЕ Же upoxua, [uu] ОА"), 
ЕЧ ТЖ, МОБИ У ОКНЕ) ЕЕ d 
ЕЛІ, {АЕ ЖЕНЕ ТЕР {КЕП НЕКЕ ЕЖ», М 
而 提高 了 求解 效率 ， 然 而 MG 方 潜 并 不 能 改进 (7,2) А ОНЖ u, 
的 精度 阶 。 
当然 ，(7 ,2) 式 数值 和解 精度 是 由 离散 第 子 工 ， 的 相 容 逼近 阶 决 
定 的 ， 为 了 获得 更 高 精度 的 数 僵 解 ， 人 们 自然 期 望 构 造 出 更 高 相 
容 阶 的 离散 方程 
Fl, = fis | (7, 3) 


" L, RRNA K(KD>K), Жі, 相 容 阶 越 高 ， 上 ; 构造 越 复 
装 ， 这 个 仅 使 数值 求解 (7,3) 式 的 计算 量 增 大 ， 而 县 常常 出 现 数 
全 不 稳定 ， 基 至 出 现 用 通常 方法 不 能 求解 的 缺点 ， 

IDC 方法 的 目的 在 于 ， 充 分 利用 数 划 解 精度 低 恰 数值 稳定 
的 t7.3) 式 ， 且 充分 利用 余 量 校正 原则 ， 疾 利 完成 (7.3) 式 的 数值 
求解 工作 。 下 面 详细 介绍 IDC 方法 的 原理 。 TM 


1,1 


第 一 种 办 法 : SME 7.1, HERR ИЙ (wi. Елші 可 看 
КЕЖЕ (7.3) SUED ҺӨЙЛ» A CT ЗАТ Еу 
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改变 量 
ан) = ў ші- " 
再 把 gu 好 近似 地 看 作 是 47.2》 式 右 端 项 的 改变 量 ， 从 而 可 以 求 
得 与 之 辑 应 的 近似 解 改变 量 
А(чіу = Т! Ч (иу, 
最 后 利用 А (и) Ж ЕЙ ui ЫН ІНІН 
uiti =u- А) 
=н Сла Getdi- LPRA], | 
=u- L'Eau t Li fa (7.4) 


А = Lx BÀ 


Ls 


第 二 种 办 法 ; 参见 图 7.2?。 我 们 把 近似 解 的 改善 过 程 看 作 是 
不 断 校 正 离散 方程 MEE UU 
Lati = Ii 
的 右 端 项 的 过 程 。 对 任 给 的 近似 值 wi, -SATRU ODEA 
温 项 与 之 相应 的 近似 全 寺 ui， 另 一 方面 ， 也 可 求 出 (7.3) 式 右 端 
项 的 改变 量 а). ЖЕН аси ТЕ (Т.Р) ВАО ЧРИ, 
有 - | | 

li =li- 4и), 
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Eck pct НД ОЕ ЛЕ 
ТЫ, = pL. fit! 
所 以 我 们 有 
ult i= La асау] 
= Ly [FL ul — (L Ini 7,01. (7.5) 


EC. ЖА ЛЕ АПЕЙ МЕ НЕ, KE yt w Es 
BY J EE ДЕЯ АКТЕ, 5 L:i M E WERA 算 子 时 ， 
(7, DAAT. DAE — 3683. MARA IDC Е 

uS Li f, 

а ri Со, і-1,2,-, 2.0) 

当 L | RI F, 都 是 非 线性 离散 算 子 时 ， 人 们 可 以 利用 (7 .4 和 
(DARIAM IDC ЖЕТЕН, (7 GK IN ЯГ, 线性 时 适 
用 。 本 章 只 对 Li ME 都 是 线性 的 情形 讨论 之 ， 

HOAR E, ТОС (GERIT (7.3054, [EXESCRE:, 
AGE T (7.3) 式 数值 求解 难 及 可 能 数值 不 稳定 的 缺点 ， 而 
且 发 扬 了 ;具有 高 相 容 阶 的 长 处 ， 使 得 利用 高 精 Er z 2: [ m 
Тач -f ЖӘНЕН ЕЖЕН. IDC 算法 也 利用 了 (7.2) 式 ， fH H 
是 充分 发 挥 了 工 ; 数值 稳定 的 长 处 。IDC 算法 可 迁 回 达到 数值 求 
Ж (Т.З) КЕНИЯ, AE IDC 算法 的 思想 是 有 启发 性 的 ， 

MODARA IIDC 算法 的 迁 代 矩阵 是 

T= I Li bs p (7,70 
АВАТ, Æ L, Ñ Z, ЧЕ Н. 

PUT, = РОГ, LL LO- РОТ Cr- ipil, 
АСТАУ ul KREDA Й,, WE, Etta, 
则 当 ioH uit =ч], РЕН (7 OREN ud 满足 (7.3) 式 ， 
ЕН vici Bh ТОС 算法 应 要 求 F, ERR, ЖШ А НПО 
TE 9,5-0 使 Ғае,-0, БА TaY = Up (7.6) А КІ, xx 
说 明 对 于 2; 非 闪 异性 的 要 求 是 正当 的 ，。 
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$2. iE RH 


为 了 作 误 差 佑 计 ， 先 简略 介绍 一 些 关 于 算 予 方程 离散 化 的 概 
念 。 

设 {7.1) 式 的 算 子 工 R: 3.93 ER 2s [RDCE--DCÉ ДУВЕ 
射 。 汶 了 数值 计算 的 自 的 ， 人 们 按 网 粮 参 数 上 将 定 解 区 域 离散 
化 ， 并 将 无 穷 维 函数 空间 的 算 子 和 函数 都 限制 到 有 限 维 空间 中 ， 
从 而 得 到 离散 方程 

L'u*- f*, (7.8) 

ЯН, и "是 网 格 节点 处 离 。 上 
B BLEU EXE) USE ЫАЖ, СЕТІН 
ЕСЕН ЗЕ 23 JH] ES 和 Rh 
,这 样 ,人 们 很 容易 理解 (7 ,1) 
和 (7,8) 式 中 请 联 射 之 间 的 相 喜 L^ 
X, HET.3, РЙ 


RERE. ETS 
ЕЕ? RT XE CIR E RES ШЕ ИП БЕЕК E Н] rb e ДУ 
模 是 应 满 尼 下 述 关 系 ， 


lim| К ик» lules VucE, 
Нш |4 Ра fe VECÉ. 


称 离散 方程 (7 ,8) 是 数值 稳定 的 ， 若 存在 与 ERA e, 
使 有 
| (9-11, ze (7.9) 

ЖМ. ХАНЫ T L: 规 则 性 的 描述 . 

设 和 (C49* 分 别 是 (7.1) 和 (7.8) 式 的 准确 解 , 则 гарри 一 
Віти 反应 了 酉 圆 离散 方程 47 НЕЕ (7.1) 的 局 部 离散 误 
ЗЕГЕ, МЕНИ ШОУ 07,8) BJ p 阶 相 容 性 条 性 可 措 
述 为 
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|L'REu* - Веги [а = ОСА?) (һ-к0), 
5 MEMO 
| IL'RE-RiLIBQOO. (O0), (7.10) 
ЖЕКЕ L ХУЖЕ, BD 天 :满足 (7.9) s, КН HEA E 
《7.10) 可 推出 差分 解 的 收 化 性 ， 事 实 上 当 5! 是 线性 情形 时 ， 有 
L'Ris*-BiLu*- LiRhu* — BEJ 
m= LihRku*—- f= LC Riu” ~ (и*у*у = OP), 
所 以 
| RZu* — (u | = O(P), 
ЕЖЕН АН PET RT SPX yE (7,20Ж 57,3), М 
而 可 进一步 讨论 IDC 误差 估计 问题 。 站 此 ， 记 限制 算 子 
и R,: Е-Е R: bebt ВБ,: ЕВ, 
那 务 (7.2) 和 (7、 3) 式 的 右 端 项 可 表示 为 E 
f em R Rafs fs = Rafo . (7,119 
itut Ryu, нш 3467, 1) 式 的 解 。 Жіп». “ЖЕЖ 
ЕЖЕН ЕЛ Же (7,3), жаа аа 即 可 达到 
《7 .3) 式 和 解 所 有 其 有 有 的 数值 解 精 度 。 
定理 7.1 设 T, ЗЕРЕН (7,10, E TELAAM 
ar: 
. L; 是 数值 稳定 的 (参见 (7. зә, Т я 
MER exer ота. (7,12) 


2. L. L, 分 别 具 有 ктк (к<) НІН T, (7,1005), 


Bii 
š [R ,L- 1.8.02. <А", (7.13) 
. вов — 002. 0 (4 
5, LA L, 是 相对 相 容 的 ， БП . ; 
IE. L. [s =e h", (7.15) 


其 中 IF. Е = ch, 12.12. m ch (BE 第 二 章 $2); MRE МІБ 
"4564 


XE [CER SB T RTTE ul ЛИГА: 


Juj- utl xe hmt о а (7,16) 
ШИН. 由 (7 。 ORA ut- ut = LI RL- LRQ, Br! 
(un Нек = chus | (7.17) 


还 知 
пі uh = LE La EoD (и au t Li (RL Р.и, 


故 利用 (7 .12) ~ (7 1D АЯН Ж, ЖН 
[ui ut] a Leh juil ие елери, 


од" сена}? -utla + chulo „кеййн |» 
TN 


Фонта roa jule D] 
(7,16) 式 PRESH, IDC HEREN ERE ERR 
ЕТ 如 阶 ， 直 至 人 + kH, Jj IDC 方法 就 能 获得 Eo 
精度 的 效 什 和解 ， 因此 ，1DC 最 使 选 代步 数 是 1= KK 1, 


e $8- 余 量 核 正 多 层 网 格 挝 代 方 法 


жий НИ IDC 方法 和 MG 方法 有 效 地 结合 起 来 ， 必 
形成 更 实用 有 效 的 算法 。 本 节 中 所 涉 茅 的 :村 好 淮 共 中 脸 有 3€ YB 
号 和 意义 都 辣 于 第 四 章 。 记 网 宰 层 序列 (0, f21,2,,0,^ В, 
是 D, ЖА, E a, EEEE, DANT, 3) AR 


的 离散 方程 分 别 记 为 : 
ач, = fi (7. 18) 


| Lt, = f. | | (7.19) 
id ru p ЖЭБИ ЕНИ БЛЕЯ Ea ЖК s Fan 27 S] RO SI ЖП Pg 
ЖАР; Siop uo d, DERE о, ЕК u, 为 初 值 ， 对 离 
КЖ L u = d, TF ЫНА SEn ә» д ЖКО, 
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BEA u 为 初 值 ， 对 离散 方 E L H = # ТЕ j W ЖОНЕ 5 用 
MG tp Li, di, VERE Q 96,0, 层 上 定义 的 区 机 为 初始 
18i Н 908 ЖА Lu, = d, ËJ v RSET 或 РНИ) ЖР. 
正如 81 中 记述 ， 在 8 层 上 利用 (7.18) 和 (7.19) 式 的 IDC H 
法 共 由 2 个 部 分 组 成 
ЖЕКЕН ujt suj+vj, (7.20) 
选 代 求解 部 分 ы р = diuj) = Luli -fre (7,24) 
国 此 ， 乍 一 个 育 效 的 选 代 方 法 都 可 用 于 求解 (7 ,21) 式 ， 这 样 使 可 
形成 余 量 校正 原则 和 和 其它 迭代 法 组 合 和 而 成 的 新 的 数值 方法 。 本 节 
和 社 使 用 高 效率 的 多 层 网 烙 方 法 数值 求解 47 .2 了 七 式 中 的 校正 量 ， 这 
就 是 本 节 要 介绍 的 余 量 校正 多 层 网 格 选 代 方法 , 简 记 为 DCMG， 
AB IEDCMGI: 


H, 1 =u 

йз e Eit -fs (7,22) 
v, t = MG,0, L,,d,,9, 

uft! 4 =H, +v; 


该 算法 的 将 点 是 只 用 MG 方法 的 7 个 竹 环 选 代 步 求 得 近似 校 
正 量 后 ， 就 作 余 量 校正 。 因 此 ， 该 算法 不 象 IDC A ERREA 
限 步 内 宕 成 计算 工作 ， 而 是 招 余 量 校正 过 程 当 作 一 个 无 限 的 收 合 


W. Ч, DCMG1 的 解 ui 和 IDC ші 铺 于 同一 个 极 
限 值 姑 ， 即 收 人 家 于 (7,3) 式 的 准确 解 ， 
ERTEKE: ЖИЕ DCMGI 算法 和 IDC 算 凌 中 取 相 同 的 


初 值 (1 = 地， 那么 DCMG1 算法 经 过 若干 (有限 ) 步 达 代 后 就 能 


达到 IDC 算法 的 值 s1+!， 这 是 因为 MG TERA АЖАРЛЫ. 
ЖЕНЕ, МАЯ DCMG1 算 法 的 每 个 进 代 步 中 作 了 ? 步 MG 
А» Н 


ПЫТЫШЕ sEu] -ult |; (7,23) 
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AN IDC 算 革 的 收敛 率 也 可 描述 为 


TIMES NEC IPIBEAT (7.24) 
Ел» ЖІН (7,.230ЖІ (7,24 o] fihi: DCMGI ЯВЛЯ Г, 
定理 7 了 .2 B ERNI ЭШЕ MG S€ÓEOTIDCZIEBSUE, 
则 由 《7 ,22) 式 所 描述 的 DCMG1 算法 的 收 绩 率 为 
gq =n + E" AEN, (7,25) 
ШЕҢ: ЖІНІ(7,239Я (7,249 
juti B раро ирер ET A 
«gui -uj*t pe njut -h 
«Equi Hp E RD e ui - HU 


«Ur ee emu] - MI, C] 
Ва, TEERAA Уз ЖЕ (7.20 ЖІ (7.3), PAA 
(7 ,17) 式 估算 出 5 的 数值 ， 若 再 知道 MG ЖАРЫ ҚОР BJ 收 
AEE, uui DCMG1 ЙЕНЕ оз 只 要 适当 增加 
MG MARSA v. от 711, BÜRIMRUDCMGI 
ЕНТ; 特别 地 ， 当 MG 氮 环 选 代步 数 足 够 大 并 足以 达到 W 
ЕЖЕН Lod HREH: WE DCMG1 算法 等 次 于 IDC 算 
法 的 结果 。 | | 
Ы ХТЕНИРЕМСОЗЭЗИЯНИАН ЕКЕНІН Ek Ж, ВЕ 
PCMG1I 算法 中 增加 预先 光 请 步骤 ， 这 样 就 有 算法 DCMG2， 
LIE =Š, (En “ы Jo P» 


| а, $ = Ў, 一 fis | (7.26) 
біз =MG¿(/, 0, Landi), 
ufti a il vv, 

显然 ， 用 该 算法 获得 的 数值 解 wi 的 极限 也 是 (7,3) 式 的 准确 


Ж f. 
下 而 推导 DCMG2 算法 的 选 代 第 阵 ， 设 S, 是 该 算 靶 使 用 的 
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HERRER, WA 
й, =ul-(7-5DE (Rusi Py 
Bux MG FERRER Me ПА ИНЕ САА Ж 
LELOA 
u=Mro-U-MDL Li- 10 
利用 这 两 个 式 子 有 
| sit sE tnnt UO MDL Сай fo 
=[]- Q- MDL LE + -MD Li T» 
总 之 可 直接 写 出 DCMG2 НЕЕ Қ EE 
Te=C7- 04- MDL PEJS] 
= (1-1 !}ә$ + MiLi' E SI 
2d -Li E $I +MILI'FEOSI, (7,27) 
XT DCMG2 算法 的 收 莹 性 估计 问题 ， 只 要 利用 第 4 章 84 
中 的 办 法 ， 可 估计 出 下 面 诸 式 ; 


[1 - Li Seh, ІҢ се, (yB, . 
| HE IMTIDEE', ЕТЕ асер, 
其 中 ғ,(/)--0, ғ,(/)->0, j>c, НЕҢ 
ЕРТЕСІ ЛЕВ + 8 (Ј)2", 

因此 ， НЕЧЕНМЛЕЕНА j, B e GOLU E o BH 
增加 MG 循环 迭代 步 数 v, же Е #7, BRUN Сма: 
HN V К 

读者 不 难 发 现 ， 在 算法 DCMG2 中 预先 光滑 步 和 上 MG A 
AS XE ze EHARA RSR ЕЗІНІН), БИШ, — ЕИ 
变 办 车 是 将 这 两 种 光滑 算 子 统一 起 来 。 算法 DCMG3， 
0: =S (Lut, fo P. 
di: = LE, fis 
v;: = MG(l,0, Li d; v), 


iti... 
Ез і =H; + ty, 


(7,28) 
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-显然 ， 在 该 算法 中 ， 预 先 光滑 过 程 和 求 校正 量 的 MG 过 程 是 
分 并 节 窟 的 ， 当 然 也 可 以 把 这 两 部 分 过 程 统一 于 同一 个 MG 堵 代 
ЕНІН, ЖҮЗІ Е;, H DCMG3 算法 与 用 通信 的 MG 
算 靶 求解 过 程 的 不 同 之 处 长 在 于 d, 前 者 di: = E,- fn 后 者 
а, t = Lü, fi。 

150 .27):5., ЧАЖЫН PDCMG3 ВВА EE AS 
uiti- U- MOLI (Ei, - fon 
=uj- Q -SDL (Luli - fp 
_-—(I-MyyLI [Ke (ul Р S D LI Gui- f) 
- "1, | (7,29) 
Bate ABE | 
Ti2[I-OGO-MpL;i'LiSi.. . — :(7,30) 


读者 不 难 明 白 ， 算 法 PCMG3 解 的 极限 不 是 (7,2035 (7,3) 
REER MES- Ве, BEAT. DRRR HE 
h. | | 

Жэ К, DCMG3 算法 所 得 的 极限 值 x? SERE CT.29)5X, EH 
А | 

П%-й%-(1-5р01(1й%-Уур 
-GO-MpDLUELGT? Г SDLUCG Ff)) - Ts 
q 满足 恒等式 
= -(1-8р1Л(й,- f 
БУ УМЕЕ ШІК, - (I - SDLP Чай, f» | 
+O- U- MPE ENH- SDL Й, fps 
Жіп Ере Et - É, ШІН ЕРИНЕ 
El= ra [I -GI-MDLULIG-SDL; Gl - f), 
BB 


K 


Er= -(I-Ti) [I- (T -MIYLIYK OI 
-SDLI LILA- fi). (7,31) 
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ЯИС .31) 式 进行 估计， 因为 Lii- f, 近似 描述 了 (7 ,2) 式 的 相 
ЖЫН Ала, 所以， 
IL i -— f 2005; 

X BEBJXGHZISik. Б GS 7706, ЖЕНІС BJ FE 
一 般 是 与 派生 出 此 光滑 算 子 的 离散 算 子 LR 有 相同 的 阶 ， 具 体 
地 可 参见 第 二 章 81， 所 以 有 

Iu- SPLIT =O), j=l; 
ЕЖЕ (7.31 K BI 2 T SD AE БН» HAC. SDAA 
当 算 法 DCMG3 КЖЕ CET: <1) 它 的 解 与 (7,3) 式 的 解 偏离 
(Lh, EE 口 (3 号 量 级 还 要 小 。 


$44 算 例 与 其 它 


本 节 考 虑 一 个 简单 的 数值 例子 : 
( ^^ ttx? + у?)н= gis, y) (x,»)€(0,D:2G, 
Ч = {), (x, yG dG, 
HARE 
u(x, y) = sin(zx)sin(ry) + 0,25in(5za) Ssin(5z y), 

Ж ha 1/32 ЫҚ И, МЕҢ 5 点 格式 (二 阶 精 度 ) 和 9 点 格式 
《四 阶 精 度 )， | 

先 用 确定 的 完全 多 层 网 格 方法 程序 〈 度 间 光 滑 一 律 用 2 次 
GS$ 和 迭代 ， 在 各 个 中 间 层 上 都 作 一 次 矿 笠 环 ) 求 解 5 点 格式 离散 方 
程 ， 获 得 D(83) 阶 精度 的 数值 解 ， 数 值 解 与 真 解 之 误差 最 大 模 
是 豆 =0.4797x 10-*， 所 用 时 间 记 为 T 再 用 这 个 确定 的 完全 多 
层 网 格 方 落 程 序 与 余 量 校正 法 结合 ， 形 成 DCMGI、DCMG2 和 
DCMG3 并 计算 本 节 的 例子 ， 我 们 将 计算 结果 列 于 表 7? .1 中 。 

4e T.1 的 “精度 ”为 数值 解 与 真 解 误差 的 最 大 F: “ж” 
是 个 常数 ， 它 是 用 余 量 校正 多 层 网 烙 方 法 计算 时 间 与 这 个 确定 的 
完全 多 层 网 格 方 法 求解 5 点 格式 所 用 时 间 下 的 Їй; 32 7.1:B 
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КСҮСІ  ХИХНФЕНЖШЕР>ШІЛ ЕНЕРІ 8 pos 
代步 27.1 中 的 算法 DCMG1 没有 用 到 细 网 展 上 的 光滑 过 程 ， 
жЕ DCMG2 Ifi LC? ЕЛІК Sc ЖЖ 29 5/8 的 Jacobi ЖАЗИ 
2 TR, Я DCMG3 ВЯ ЕЭО ЗЕ Hk Ж 29 1/2 АЈ 
Jacobi 1238 2 2845625. 

A.) ЖЕНРГЕЕНИНЕКИЕНЖЫНЖЫЖЖС»-1/52) 


DCMGz DCMG3 


NCYUCL | 一 一 一 一 |- 一 — ——— 
ШЕШЕ; 精度 | 效率 | 精度 | 效率 


DOM 


.00788 1,52 


2, 10 


2,18 


RTRT F JL R ЕЕ. 

І, ХИЯЛЕЕНЫЖМЕКНИНИЯМЫММЕН ЧӘ А 的 
数值 解 精 诬 ， 下 中 数值 已 表明 ，DCMG1i1、DCMG2 和 DCMG3 
算法 的 数值 解 精度 都 已 达 O(5 5) 量 级 ,花费 的 计算 时 间 约 为 1.337 
“2,787; 但 车 将 网 格 进一步 细 化 р b= 1764， 刚 求解 相应 的 S 
点 离 格式 将 花费 时 间 AT. 且 只 能 达到 0,25 寻 的 精度 ， 

2, ШАРШЫ ОСМОС, DCMG2 和 DCMG3 的 极限 点 不 同 ， 
但 数值 解 精 度 都 能 达到 OG RI, DCMG3 E АД 
行 ， 而 且 效 率 也 高 ， 所 以 它 是 较 好 的 。 

3, 细 网 层 作 适当 光 消 是 会 产生 良好 结果 的 。 HARE ЖЖ 
的 算法 РСМС1® ЖЖ ЕЕ Ж # JE 3 OS Ж š: DCMG2 fil 
DCMG3 f ЖЖ, MAS, il 8f EXE DEB Я Ж 
校正 步 之 间 采 用 过 多 的 MG 循环 迭代 步 都 会 浪费 计算 工作 量 ， 


作为 本 章 结束 ， 我 们 进一步 讨论 扩展 应 用 余 量 芒 正 选 代 方 法 
468, 


ІСІН, icán$3chBTIR. ЖЫЗМЕЕҚЫН ЕЕ ЖЫНДЫ, 
好 余 量 校 正 部 分 (7.20) 式 和 和 迭代 求解 部 分 (7 .21) 式 ， 国 此 研究 改 
ЖА ТЕЕ ВЕН 3 个 主要 方面 。 

第 一 方面 是 想法 设计 构造 高 精度 的 离散 格式 ， 

BOJ HEDRE RIER 5 36. Ain, Li, LiNE 28 
Жаз, РИЈАНА SE кү, к, 和 K B. z, < 
к, к.<ж, ӘНІҢ LI 上 ? 作 余 干校 正 选 代 ， 据 (7.6) 式 有 

人 1 和 二 所 天 

utt СГ СЕВ) OS + CL 
ОВЕ Н Апа 2: Ж REA ГР 

sit = [= (Liy R] -LD Eel 
+EH- DOEDD O ADJA 

ELE ЗЕ НЕЕ 

Те [I-L Т JI -— (L1 Ж Lh 
ORE АЛАКЕ UESTRE PUE HONOR. 

-第 三 方面 是 加 速 选 代 求 解 过 程 ， паян 
校正 原则 组 合成 新 的 有 效 算法 . 例如 ， $3 中 余 量 校正 多 层 网 格 迁 
代 方 法 就 是 一 何 ， 这 种 结合 水 仅 可 以 简单 引用 现成 的 MG TER 
序 ， 而 且 进 一 步 利 用 了 MG 方法 求解 (7.21) 式 的 高 效率 优点 。 x 
йїп, АЕ T іа. 3803 
aa) 第 八 章 介绍 酌 缩 减 方法 等 ЭЖЕНЕ ER Bu dH 5 

， 这 定 将 产生 高 效率 高 精度 的 数值 求解 结果 。 这 里 介绍 三 种 逐 
елеген ik (Iterative Defect Correct Methods in 
Successive Level), Hit IDCSL 方法 . 算法 ipPcsLl 

"d = Li' f, 

d= Emi- F, 

4-і idi К-1,2,-",1, 
Е? =теіах(/.,,0,9,,7,), 
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= Jk =z, nd, 
(9ұ-ГеІах(Ғ,,%,,а,,%), 
цізішиі тоу, d-20,1,", 
其 中 relax(ZL,, To d, э) XE О, WEBEL А K Hx ЛЫ 
Lw d, АЖИН 9, fE v, МИОА, k= lB, ШЕ, 
ЕМЕА ЕЕЕ Гу, =, ЕНІ. 
| Ei: IDCSL2: 
й = ОСС, Lo H, fo d$. Kks02,7,, 
其 中 ， 7 
者 示 利用 离散 方程 Lum fo L8 = h MI B, FRERES 
代 。 | 
算法 1PDC8L3:， u. t avt ue 
(u= Lifo міс Пші, Кх1,2,4,1-1, 
| d= Ziji- j v,-Lj!d;, 
b,= [үзүшү ү, H,-uj-9, | 
| d =i,- f, ü k=1,*=, 1, 
u =relax(L  d,.,0,1,), 
ufti = р u, беф, Т, 


TAERE ЕТЕ АЕО ЕЛЬ ЗТ АО, IEE MG 
ЖӘНЕ ЕНЕ ВЕ тр, RAAE RR, РН 
Ж ТАЈА ЫТ ЕЕ ТАЈ НЕН На е EE Rk ET DD [F] 
а Т 
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第 八 章 ”缩减 方法 


ЛЕ J.Schróder 和 U.Trottenberg Æ 70 年代 初 开 
始 研 究 的 ， 该 方法 的 基本 思想 仍然 是 将 细 网 祝 层 上 的 数 慎 求解 间 
荐 转化 为 租 网 格 层 上 的 数值 求解 辣 题 ， 该 方 靶 的 实施 办 法 是 在 离 
散 微 分 方程 两 端 同时 作用 一 个 “这 减 算 子 ” 这 样 ， 粗 网 格 离散 微 
分 方程 的 未 知 数 数目 被 缩减 为 原来 的 一 半 ， 而 且 粗 网 格 上 的 数值 
解 保 持 了 组 网 格 寺 离散 微分 方程 数值 解 精 度 的 至 求 上 该 方法 是 快 
速 昱 数值 稳定 的 。 


$81 解 常 微分 方程 边 值 问题 的 缩减 方法 


自 向 考 感 简单 的 模型 问题 


人 кСФ), 1), 
# (0) = a, н(1) = Б. 


MEO, 114%, п-2” рем, һ= 二。 用 差分 方法 或 线性 有 


眼 元 方 著 即 可 得 到 大 家 熟知 的 离散 方程 
Г-1 2 -—-IJlu(w)=r(x), X€ Q, (8.1) 
Rh, ч(0) =a, ul) = b, r(x) =h'f (s), 
P zíx|xzih, ісі, 2, =, п-1), 
Га В Уіміж): =ач(х — А) +Bu (x) + yu (x + А), 
为 了 快速 求解 细 网 格 层 9,。 上 的 离散 方程 (Eo)， 可 将 (ED) 变 
换 到 较 粗 的 网 格 层 о, = 2 人 上 。 为 此 ， 于 (五 0) Бы - 4 
“缩减 算 子 “LI 211, Eb 
[12 1],L712 -11],8(X) = [12 11,7 (5), х60,; 
控 局 部 离散 算 子 的 运算 规则 
Га b с],Га В ylyu (x) : = Га b саис — B) 
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(8,1) 


+ Ëa b cl,8u(x) + Га b cj),Vu (x + hy, 
有 
[-1020 —-Ilhutx)-[123 11,765), xC 2 
从 而 得 到 第 一 次 缩减 方程 
і-12-іІ1іш(х) -ғі(%); хса,, (8.10/,) 
ЖН, r (w) =[1 2 FEhroo, 


ду: = {1х = zh, [=1, 2,"=, = -1). 
+ ЛЕ СЕКЕ АЕБ ГІ 2 1] 就 得 到 第 二 次 缩减 方程 


[-1 2 -1l,s(x)mr,(x), x Cs. (B. iE) 
“ЖШ, PREERIAN Бк 
[-12 -11,,9(%) чғ,(х), хє, (8,1 E.) 


AU, 
r. (xX)=[1 2 1-р a-i 2, ñ (u> = hay 
П,тіхіх-ій,, ілі, 2,"",П,--1), 
naL, Б„=2#В, =l, 2, p- 1, 


BO DEE- 只 是 关于 一 个 未 知 量 u( 二 ) 的 方程 ， 可 直 
кжна(2) ERG, та). (1-шч(8) to 


程 组 ， HFa (lema, Вт и (+ уп» (Sjamas в 


(E,-.) 中 直 搁 计算 得 到 ， 并 不 用 解 什么 方程 组 :如 此 下 去 , 就 可 
以 计算 出 ge 上 唐 有 节点 处 的 数值 解 ， 
基体 地 ， 将 E0，1] 分 成 2* 等 份 ， 有 7 个 内 点 ， (已 0) 式 可 经 2 
ХАМ НЕ ОЖЯКЕУД, НЕхЖ 
[-1 2 —1]Jun(x) =r, (x), (E) 
[7-12 -il,u(x)z-r,(x), (Еу) 
ri(x)a[i2 1), Cx) 
= р(х B) +2} (x) + f (z + B) J. 
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г,(ху=[1 2 Ilari) 
=r; (x—2hy +2r (w) +r, (x + 25) 
= PDf (x — 38) + 2f (w — 2h) + 37 c= B) + Af Cx) 
+3f(x +Ë) + 2f (x + 2h) + f (x + 3B) 1, 
所 以 (Es) 式 的 最 后 形式 为 
—u,-2Uu,—H,—f;(X,), 
Maii RS Ча, ААМ СЕ. АОН КАЗ п, RE u,, НЫ 
(ЕНЕ ЯН ч. uu. 
缩减 方法 可 方便 地 应 用 于 变 系数 两 点 边 值 问 题 
人 (охун (х))' + g(w)u(x) = f(x), x€ (0,1), 
и(0) =a, ч(1) = b, 


当下 =2 x,-ihB], ШЕЛЛ 


(-е(в-%) (3) + (+5) 
x rhaa р(х +). ux) hf), 9-9 
` H (0) = a, u (1) = b, i= 1, 25,0 j, 
BERE, (8.3) hf, ЖАЛЕЛ», HABET S ABRE, TUR 
p(5,- 5 ep (xi) Ho (х, IPC + р(х, +) 
xus us, ев нна сезі GO BEDS M Alt te: ФУ 
ЇН ЖЕН ЭЖЕЕ ECCE TE, 20 36 4 BR 3X — 0 E H 3828426 8E (8.2) 
AX xs Ar АЛЕ ЗЕ MERE (8,3) Маши, 可 按 下 述 步 
踊 实 现 缩减 过 程 ， 为 此 将 (8,3) 式 记 为 | 
Г-а, 4,%8,%с, —-с,]Ч(хү)=т{, 
іш1.2,-ы,П — 1, | (8,3 Ep 
将 每 三 个 相 邻 方程 作 合 适 的 线性 组 合 ， 可 得 到 关于 *1 ER (А, = 
2^) 的 第 一 次 缩减 方程 
[ — 4; A,+Ë! +C; C Уң (B,3 F ƏOÜ 


(8.2) 
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бааа ЕДЕН 


F = 


71 


ШЫТ ШАЯ 13% 


(1-0%Ғ0 (5-080 (595-3960 (595-2490 (5-28-0 (68-080 | (6-)%ғ70 | 89/26 
(G-)gF'0  (80—)86'0  (8—)t9'0 (1-39800 (5-09-0 (9-97 0 65-269 | : 78691 
(5-26020 (8—-)EP'0  (9)085'0 (5-2Ұ70 (8-0620 (98-050 |"(9-)82'0 : -: 2618 
(8-60 (5-)%0 (8-70  (8—0E£'0 (6-08 70  (g-)£F'O LAG ~ )62'0 | |. 960r 
(2-262' 0| (8-30 (8-3620 (8-30 (48-020  (9-)$£'0 | {(4—)#@°0 | 27 8F02 
《9 一》92 (5-ЖҒН) (5-90 (5-90 (5-0620 — (S—)6Z'0 |(6-)6179 | ғ20Т 
(和 一 证 FE 人  (F-J2gT'O| (484-0245 (6-08870 (8-28570 (S—)6[ "0 1 .(S—-)81 0 | - 615 
(£-)IT'0] -sr 0|]. (F> )6T' (6—)96" (4-24 (65-200270| | X6 —-)2SsT'0 | 995 
(7-9910 (5-92 (F — IrL" (F-—)9g'0 Кє—)8Т°0р (5—)69'0 {6—)6&'0 | 821 
(г:-220 (2-060270 (&—)@$70[ (Б-Т) JTL .(-08770 | -Fo | РӘ 
(2-90  (I-)01'O (z-287z70 , (£-)»9'0 (-20520| (g= rro) -pag'o | 25 
(5-09520  (2-)588'0 (1—)#17°0 (2-29960 (@—-)ЕТ°0] ` (g—)8F O | (8-)2ç O | 9T 
іғ-3940 | (£—)IS 0  (2-2901'O (І-0890  (I-OTI'0 (2- 26170 | @—)18°0| , 9 
(р 00870 Е-ЛГ0 (#-)4&°0 (82-969 (I-)98'0 (253629 | (0-)5°0 | F 
- 到 
001 = 8 06-4 02-9 OT = y 9= ELI, 1-9 4 “2 


"aio: " 
1-2), }=1, 26,0 - 1» 


2 
ЯНА m 29,1, =a; (0р1 Fb, i-i Te,- ) 1, 
Сіт?;6).,1» у= C; (Gis 565, Ср) 7), 
B,-2a;b,., Fb, +70113 TFffi=CG; Yin ФУР, 


HERRA ERIS (ES 021, 2,+#,р-1), 不 难看 出， 系数 
Важ АЈ, ix XJ ЧЕН ЛЕН ЯНУ. 

„Ж#Н УЖ ЕО (л) ERED, N 是 细 网 格 层 中 两 
格 节 点 个 数 。 缩 减 方法 是 数值 稳定 的 。 

Н .用 缩减 法 让 + 算 边 值 问题 ， 


— ((} ксовлхуи” (X))” + 2Rtrt (1 — cOsSRz=x)u (X) = f(x), 
кө: = 2hz(2RÀmx (1- COSRm<x) - ЗЕН Ж * 

(0.20, н) = 2, 2 
HORAS» -2x-— (Ал) sinkax, ЖОНЕ dE 38 a = |ш- 
иа ЈЕ 58,18, Ажал ЖЕТІ, EATARRA 
问题 的 系数 是 振荡 的 ， 所 以 数值 解 涯 善 区 域 等 分 数 n D aie 
ЭЗ, е 太 小 时 ， 数 值 解 无 规则 ， 当 = 增加 时 ， 数 信 解 
体现 了 (5 阶 的 精度 ， 这 一 部 分 数 信 已 在 表 中 用 长 线条 划 几 
п 继续 于 加 ， 精 度 无 收 善 ， 这 是 由 实际 计算 的 含 人 误差 所 致 ;但 
相对 误差 的 精度 并 不 变 未 ， 这 表明 了 缩减 方法 对 舍 人 误 ж 不 А 
B ОЙО азер. 


82 解 偏 微分 方程 的 编 减 方法 3 
缩减 方法 也 可 有 效 地 用 于 数值 求解 仿 微 分 方程 ， 为 此 先 研 究 

局 部 离散 格式 及 其 运算 的 规律 ， 半 研究 缩减 方法 的 移 造 和 实施 ， 
21 局 部 离散 格式 及 其 运算 规律 


ЖЖЖЖ 
Ga ={PER]P= P +P p і, ј=0, іі, t2,9—) (B, 4) 


. 47)» 


WEE. НР, ERI НЫТ Ед, Pi BERE = ih, 
y=jh, ВЕБ Зы, Pia. 
局 部 离散 格式 正如 第 一 章 定义 的 ， 表 为 


5-,1 Зал Sal 
5,1,1 —|*** 5-50 Sono Suo Spa Saa me |» 
5-,-154,-1 ŠJ], =l 
设 局 部 离散 格式 [Si2， В ЖЖЖ, HID M ай 
ЎН, su 只 是 有 限 个 非 零 。 | 
局 部 离散 格式 [St 作用 于 卫 点 处 的 定义 可 表示 为 : 


[S lu GP) : nE sj P Pup. (8. 5) 


Т1, В БОК LE S11, СТЬ, 1 025,1, 


是 通常 意义 下 的 局 部 离散 格式 {参见 $1)] Ге. * 753) Tidi” 
[也 是 局 部 离散 格式 (做 见 81)， 其 系数 可 表 东 为 


+ 
gir- А 5. Sp,” 1 -ri а (8,6) 


ЕБІ M HE PE, ДЕ X 08 ТЕЗ. 
局 部 离散 格式 。 对 于 局 部 离散 格式 [Sj 来 说 ， 如 果 EFA 
煞 时 有 其 元 素 si = 0， 则 称 这 个 局 部 离散 格式 是 偶 的 : 如 果 当 
iti ВЗН Н ЛЖ si = 0， 则 称 这 个 局 部 离散 格式 是 将 
的 。 利 用 局 部 离散 格式 家 垃 的 定义 易 知 ， 车 ES 和 CTI, 都 是 
HREH, MES. Js Ty]; RT] * [Syl 是 8809, 18 
WJBLXÉSEPHJ. FES 18,1; 115,7, 51 38025 JB REF ES 1,84 
ЖЕЗ. АРИЯ ЕЗЕШ Gas ЖЕ]. ША КОР RT. 

15,1, ES Jš — NP 
[SJ = Г 51 * 9,35. CS], ВЕ GCD sD, (8.7) 
LS, EST, = (5,1* - (5,15) ЕҢ ЫНЫ. 
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plins ARDAS, Je 按 (8, 引 式 和 (8.7) 式 有 
/ -1 


| | | 9 
[Sra = | —] 4 4) Sil = ] 4 11, [5,1}= {} 4 ] 


-1 1; 200 
| mE -1 i 
| ‚ 20120 -2 20.9 
а 01, FLES hE -1 0 12 0 -1. 
1 | | -2 0 -2 | 
ч —1 ! 
又 如 9 点 差分 格式 ， 有 | 
-1 -4 -1 '—1 4 ~I 
[S,J,= | — 4 20 4 rl 4 20 | 
-1-4 -1 -i 4 -і 
|  [-1 b -i 040 
sa 020 0, са, 0 ] 
| -1 0 -1 040 (8.9) 


t 0-14 0 1) 
0 —72 0 -72 8 
IS іт! -14 0 340 0 -і4 

| 0 -72 0 -72 Ù 

(01 0-14 0 1) 
下 面 进 一 步 观 察 局 部 离散 格式 在 红 黑 (R B) AJUSTAR EHE) 
(Сұры, Gu REG ху ЫС» бұ 可 表示 为 
G,-ÍPCR'|P-P,rPia š, ]=0, +1, k2,—9), (8,10) 
对 于 确定 的 Po "pull РЇ; ЧА ЖА ОРАН Е AAF50452 KA 
Gi. МИ, РЕ РЕЛЕ 
29 ЙЫ Ж = ід, у= ўй 
акен WP: LI IM Lu у; 

Hajh, = 27А, = (1/22,/2 (x+ у), N= 0/22 (y = x) S 
. 472 ° 


名 话说 ，G Ей (8.0 АРАК, ЖЖ OA C. 
НАС ñ = Z 2 ho GE: ЖЕ л/А ЖЫР ЕЕ УА, 的 
Ж; PLG ЛАҢ 4 Л, = Z 2 hi ++, 8,1 ИД Т Р,= (0, 
0), һ,=а/8 BJ RHE Gi SIG (k= L, 2, 3, 4 的 关系 ， 图 中 大 
的 编号 节点 属于 小 编号 的 网 格 层 ， 即 Gy СС, (к= 0,1, 2"), 
详细 情形 还 可 参见 图 8.3， 


| | | | |l P l| 1 |! 
01771 740 10110717173 
| | | 
| | í ] d l! |! ! | 
| l 1 | Í db | | ! 
4 = 0 — 2— Ü — 4—0... 2 — —4 
LE: | 1.1 d | |] | 
0—1 — 0 I — I — 10 j — 0 
| d ] P Í J ! | 
2—(02-—3—0-—-2—0-—à3—9-—5 
| l d d P P d | | 
11131) 11717 
| | | ] | | | 
нн кан кн d i 
x 
a 
- KiB.1 


' RG WU ES Bu u BS 020 ГТ, 172. 就 是 定义 
在 Gu 上 的 8 点 差分 格式 ， 则 кіна 
Жа, (k=0, 1, 2, 3) E 的 表现 为 | 


/ -і \ | | 
: — 2 Ü -2 =] -8-і1 
ІТІ,-ЕТАПТІ-|-1 0 12 O 1 -2 12 E | 
| -2 0-2 | -1-2-і!, 
: -1 E^ 
І-1 2 -1[í-1 —2 -1! 
[T], = EFJ CT], = | 2 12 ЕЕ 12 IM 
ізі 2 -1Д-1-2-11, 


415», 


| 1 | 
| -2 -32-2 | 
=}1 -32 132 -32 1|, 
| -2 -32 -3 | (8,11) 
1 r 
бю 1 — 4 6 -4 1 
2-4 —752 -2584 -752 -4 
ETI = ТЫТ =] 6 -2584 13348 — 2584 6 . 
| —-4 -752 -25%4 一 752 -4 
v1 -4 6 -4 1) 


MEDA (8,11 ЖЫ, TE ES EG, (k= 0, 1, 
2,9) БИЕ ЕТЕНЕ ЕНЕ К L Tl, ЖАННАН ЖаН 
ЕВЕ, -TEXTE G: КӨНЕ НОНЕ А, 2Х 新 格式 中 
C FREUE EORR EIE SA AARE RJERRIR t Uy Y 
ШЕ EG: an LOARA ТЇ; Ж, UT, (X0) 
的 所 有 元 素 都 可 由 fT 了 js 生成} 最 后 还 可 以 看 到 ， 任 一 格式 5 
НОНА ЕЛЕ А ТО, ИН ЕЕ Су. ЕВА (Ы G | C G) 
ЗИ ту ^+, КЕЧЕ д. 

2.2 КВТ 

IUNCA A МЕТЕ ЕНЕ IER ENA 

[29609 70, x€ Q, 
u (x) = 9 XX), x con, 
Ж, 0-Г0, а1хГ0, 9], х= (X x), 
对 定 解 区 域 品 作 ЕВ, 331610, а1хГо, 0152" x 


2474. 


(8,12) 


-T aum 


codem TI 


т 


2840), LQ = QG, h-a/2*, 1а о, = 9G (= 0, 1, 2, 
s. m), т-2(4- D, fia Ri = 0,/0,,,.(550,1,2, 7,1: D, 
那么 

G, = Q, + Z= Ri» Hl, 29", m, (8,13) 


FIRER О. REA КИН (0/2, а/2) МАЯ 40740; 
Чт (9/4, а/4), (а/4, 39/4), (3a/4, a/4) RI (34/4, 38/4; 
3B КИНЗА НИН Ж 277 **!(k-1, 3, 5,5,m—-1). 
用 有 限 元 方法 或 差分 方法 对 (8.12) 式 离散 处 理 ， 可 得 Qu 上 的 
离散 方程 且 用 局 部 离散 格式 表示 为 
` (une X C D 
u(x)-g(x), XEN | 
Жн, S, ЕХ Q, EUR EE BURCBOR SA GS, 的 意义 美 同 ) 
另外 要 注意 的 是 ， 这 里 的 S。 和 ro(*) 都 是 应 离散 方法 而 异 的 ， 
191 (8,80 3 — (8,11) Y Bros, О ЕРЕ ЛЕ А, ТЕ H 
Wr 93 MEA SR BERE RE dE36— 3E X 在 Qi 上 的 离散 格式 ， 
由 此 我 们 可 得 到 一 蛙 缩减 方程 ; 

Зн сре (Р), ВЕ0, Кет, т-1,ее,1, 0, (8,15) 
其 中 ， | 
C. S,- 19-і k = nm, m~ 1,441, 
гү(Р) = Skeie- CP), kam, т-1,%,1, PEQ, 


这 样 ， 我 们 就 可 以 把 江 中 的 缩减 方法 推广 到 一 维 情形 并 用 于 数值 
REBIDA, 2. 
БЕН z ралы итап (жой, | 
SQUP)nr,QD, 有 En ` o QR 
бн (Ру = SIu (P) tr (P), PCR, К-н- 1,*7,2,1.0, (F) 
є = т, сЕ ЕИ rik, 
完全 第 碱 方法 的 实现 过 程 是 这 样 的 ， DE GEO 是 只 有 一 个 
RAE u (Q) (QE Oa) BÉ ES RE 500) (QE ПЫ, HIT 


' db: 


(8,14) 


(8,16) 


а 只 涉及 0 тд, ВЫЕ СР...) НАЖ ЖЕЙ w (P). 


(PE R... pu ЕЙ, AEA R ATE НА БЫ ЖЕНУ 
目的 ; ЖО, 房 上 的 数值 解 都 已 获得 ， 因 方程 Fp- PSE- 的 
元 素 只 是 关于 ,中 的 点 非 沁 , 故 方程 (Fs) 的 有 端 硕 SE-14(P) 
+ry- í (P) ЕЕ АЈ, СЕ) 是 关于 4(P)(PE Ri = Q.- Fi 
QO BJ EH. НИКА ТУКЕ Нз ПЕ, HER 
H n, BEATEN Sela E. 

à КОЛУН КНН 8,2, RAS st 和 Si 是 相 


Жасы мог. ИЖе2 , | | 
в оа Ао, LI 

T ÉLUS BE PER — BUB CH ТІ 
ЖЕЛЕ ИПИЕ ER. VOIE TE JE DO 4 4 
555, HERB 规则 得 网 格 层 序列 On 0,90.. ЖЕ 8,3, [Б] 
llo G-0, 1, 2) ЕЮ ШЕ ҖЕ - . + 
| Siu (P) = r, CP) | 
EU AEST. | | . h. 
+ 478 š 


122 m 


EB 5:3 595 


1,1 1.3 1:5 


125 
0 20: 
51-|202) 
020 
i i ] 
(210-1 22-2 -32 - 2 
біз| 012 0), 5.1 -32 132 -32 1, 
-1 0-і, | -2 -32 -2 
| 1 


r (P) АСР), ғ, (P) = Sr (P), r,(P)= Siri (P), 
ЖІҢ БЖ n ЕЗІ Š JF ЗИ Л ЛЫ (E). ЕНСЕ), XPE 
便 可 得 到 形 如 图 8,2 的 线性 方程 组 : 


k 


128. TN 


ML -一 一 一 一 us uo» 10; 
-2 . 14-1 -1 | ГӘН r, CP, з) Г 
-2 -i 14 - 1, ш [r (Paa) | 
- 2 т 1 14-1 ша) |5, (Р, 3) | ! 
-2 | -1 -1 14 unam ini Gu |, 
ты: Coq. 7 ua коо) 
-1 —1 —1 | 4 | n Ó ai А 
-1 — 1 -1 4 | =з, d | 0 3, 4 
-1 -1-і 4 | шы To (Pa) }/ 


dE CE 


Еа, RT TAERA GR 5 个 对 角 元 素 与 局 部 离散 格式 $， 
TIS. 的 中 心 元 素 有 启 不 同 ， 这 是 由 于 在 使 用 局 部 离散 格式 时 ,要 
用 到 异 外 节点 信 而 利用 了 反对 称 假设 的 绿 故 {具体 参见 图 8,4 及 其 
说 明 )。 这 个 缩减 方程 组 是 很 容易 求解 的 ， K S H S, (P) = 
r, (P), PC Q, WX EUM. MARIS uP) =r, (Py, PE 
Qi, ЕТІНРЕНЯЛЫЯ fs 中 的 点 (这 些 点 处 的 数值 和 解 已 
Яр, ЖА ЕЖА 8 STu (P) = Siu (P) *r4(P), PER) 
”最 后 ， 由 于 同样 的 理由 解 方程 组 Sta(P) = S7u(P)+r (P), 
РЕК» ІНХЯНРН d ngu E, 

22, 缩减 方法 的 思想 在 于 以 下 两 个 方面 第 一 ， 利 用 网 格 


АНЕЛЯ G, = Q, + XR. 将 复杂 的 数值 求解 问题 (在 此 


上) 转化 为 若 于 个 低 维 集合 CR k = 中 - 1，1，0) 上 的 数值 求 
_ 解 问题 ， 这 是 分 更 算法 思想 的 一 种 应 用 。 第 二 ， 为 了 实现 在 低 维 
集合 上 数值 地 解 (Fo 方程， 就 必须 保证 Q, 层 上 的 数值 解 具 有 与 
@ 层 上 数值 解 相同 的 精度 ， 缩 减 方程 满足 这 个 要 求 。 


2.3, EI T. 

要 实施 缩减 方法 需 做 下 面 丽 部 分 工作 。 | 

—. FEFE S mr (P), РЕК, kz0,1,-—,m, OX 
里 简 记 On = К„).. | 

Е И СЗ РЕВА НУС), WARAN 
层 . 上 的 离散 化 方程 S.u (P= r (P). FE 

S15 8.15.15 СР) = ғр), PER, k=l, 
2, зе, m, ШИЕ S, 的 有 效 部 分 和 ms， 计算 并 存 贮 这 些 信 
甩 是 可 用 较 少 的 工作 量 快速 日 独立 地 完成 的 。 用 多 维 数组 或 一 维 
ТІС S, 和 ” 。 有 了 这 些 数据 的 计算 和 存 贮 ， 就 为 缩减 方法 
ШЕТИН О. (PLC. nm (FOFO ERTA, 

S ARTERE, BARER, S ІЛЕ ЛУБ O 
А S, JÈ Б кадуу BT, НЕ GR ЕШ) 在 如 下 几 个 等 点， 

. 478» 


a) S,m3bg EX BJ ЖЕКЕН k 的 增加 而 急剧 增加 ，, 其 增长 
规律 是 | 
м k 20 ЖШ, S, ЧЕ О ЕК E2 R29! +1; 
м КОЛЕН, S, AEEA AAE 2t 75-61, 
(2) 5, Е КЕН EUK EI, HR A ОЖ Ж soo>> 
10 {f= 2 1 最 小 的 则 是 10" 量 级 。 
(3) S, НЧЕ БЛЕЗ 9 A608 su ES 3 Я [PL S 
Bab. БАНЫ Si 就 有 
> 184/1<107%5,60. 


ЕЛЕДЕ 


(1) 和 (2) 表明， 在 缩减 方法 的 实施 中 ， 著 完整 地 使 用 Si， 则 
会 给 计算 带 来 极 大 的 不 方便 ; :(2) 积 (3) 表 明 ， 当 КЕ. 可 使 
用 简化 的 局 部 井 敬 略 式 而 不 用 完整 的 Su 这 将 会 大 大 简化 缩 城 方 
法 的 实施 过 程 。 为 此 ， па BET о, ш кү] озь ,时 
就 令 5-03, kh f$ Ik T БЕНЕН ЕНЕСІН 
本 特征 ， .又 要 保证 以 此 格 我 计算 的 数值 解 精度 ， 当 末 用 单字 长 泽 
点 运算 时 ， 由 于 机 器 的 会 入 误差 是 10- 8 左右 , 所 以 可 取 9 = 1075; 
RLS, HIS. Hle IA > 4 的 那些 и Н, A DU 
方案 之 一 (这 相当 于 取 o = 107* 的 情形 )。 另外 ，s。。 增 长 过 大 会 超 


出 存 贮 字 长 ， BIBLIA (bon om E ttes ш 


保证 5; TA TEI0 "10°" 27 [8], 
，、 编 减 方程 的 选 代 求解 

ç. u(P)=r,(P), PC G, ЕЖЕ Жа ы. E 
若干 步 计 自 ， 若 4(P) (PE o), ейін, WSuu tp) = r.(P), 
РЄ Po iR Re b o ER E RUE, 它们 的 求解 是 极 
ZI. 

АҒ na’ t” (ҒЫ), ж ERRE-ARRA 
Ж, Ят СӨС, ЖИЫНЫН, ЖЕН 20 Jy ЛЕН 
GO (Кет Д, 2, ОЕАФЯНЕСІ ROS f 占 优 的 绿 故 ， 


. 4179. 


当然 ， 读 者 可 用 局 部 Fourier ZHTHORREERUESEA T. 54,24 
的 分 析 表 有 明 ， k4 109 k-m-1, *, 1 的 谈 代 过 程 是 h EX 
Бау, НЯ 8 92Р Т. 

"КЕШЕЛЕ ЗЕ ЛИ ЕЖ ЯЕ ЕТЕ (ЕА BT ЕНІН Ж 
E. 

设 % НАВОТ, о, RENDER F RB 分 划 共 有 
mE, MJ RR 中 最 多 有 入 /2 个 节点， 计算 CF Boro 
т,= 3а PARRE QN /2*。 因 求解 ҒЫ BARA 
—9) k AER 10) (参见 54.2)， 则 求解 (PW 所 圳 的 工作 量 不 会 
起 过 TOO QN /2 ЖНЖ (6, 14) SX BS SL TERCS 

D Geh c)QN/P«a«f0)9N X k= O(N52 

如 果 S, Ж 5 ARERR МІНСЕ RU NEBST: Ж 


Жана EROR AE RR лө N ARRA RR, N Anis 
Ж, асе 5 工 $T 


Жі222-у/“ШӘЗЕЙ, | . ы. 
TA MULA авон ан. | 


(7445 f, (x, у со, 
H= g, (ж, ед, 


其 中 Q= (0, Dx(0, D, 对 于 情形 
(1) f = 0, 9= 1; 
(2) 了 = 0, g= x(x) +y] 


(3) f-1, g= 0; 
(4) f-2cos(100x 50, g= x» 
(5) Ғ-ехрб0ег9віп(10У), g= ху; 
用 缩减 方法 求解 的 数值 结果 列 于 表 8.2 中 ; 表 中 的 “表示 [0,13 被 
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均 分 的 等 份 数 ， 相 对 误差 6, = [uf орар: 家 8.2 中 的 数据 说 
明 第 减 方法 是 数值 稳定 的 ， 
982 ШКУРЫ МИМИ ИНЕ 


8 | 0.24E- 5 |0,19Б-5 | 0.10Е- 5| 9,39Е-5 | o. BE - € 
0.10E- 4 |0.13Е-4 | 0. 10E - 4 |0.10E-4 |0.22Е-8 
32 | 0.26E - 1 0228 4 |o. 21E-4|0,18E~4 4 |9,51Е- 5 
64 ЕСЕГЕ 38E - 4 jo. a1E- a lo, 29Е - = а jo. 13E—4 


128 (0.4 Е- а |0,59 39E- -4 |0,46 405 — 4 (0. 31E - E-4 |o.251 23E —-4 


Em 4 |o. 45E - 4 o.48E -. 4 [0.37E- Е-4 |0.32E-4 4 


R ЗАНУ PEB НЕШЕ. 
Ху РАЈЕ АКУ НЕЕ, ЖЕН А ЕНІ ND AN 
JH i xh dé ILI FRAR, Rv RH ARIS AERE 
过 无 困难 的 。 但 此 时 应 该 注意 ， 缩 减 方程 的 离散 算 子 St ASIE 
及 其 右 端 项 ri 的 元 素 可 能 会 涉及 到 定 解 区 域 0 外 的 节点 及 其 函数 
什 ， 此 时 可 假设 网 格 可 以 向 站 周延 折 ， 且 假设 梢 圆 边 值 问题 的 解 
也 能 周期 延 荡 ， 这 样 缩减 方法 就 可 以 没有 国难 地 实行 了 ， 例 如 ， 
对 于 第 一 边 值 条件， 此 时 可 设想 解 函数 作 双 周期 延 拓 ， 即 可 作 反 
对 称 假 设 {( 参 见 图 8.4); 
u(P)-2u(Q) - ир), 
ЧР’) -2u(Q') - ис), 
Хш, 如 = Го, 1] х0, 13, 微分 
АУА АЕ R33 P2. HRA AHA 
ЖЕН: 
“(0, y)=u(1, Y}, 
uix, 0) = u(x, D, 


uU... У) =U, У), нуС(х, 0) -нуб(х, 1); 
此 时 则 可 按 微 分 方程 解 的 周期 等 点 延 拓 ， 

对 于 一 般 的 曲 边 证 解 区 域 ， 应 用 该 方 靶 尚 月 一 定 困 难 。 但 若 
在 矩形 网 格 分 划 下 将 曲 边 定 解 区 城 作 适当 修改 ， 使 其 在 边界 上 与 
天 形 分 划 相 适应 ， 则 缩减 方法 还 是 可 以 应 用 的 。 些 时 对 要 用 到 边 
界外 的 太太 加 数 秆 仍 可 作 反 对 多 假设 ， 参 见 图 8,4， 


ра. 5 
对 于 由 平行 网 线 构成 的 三 角 分 划 情 展 ， 如 图 8,50) 所 示 , 只 要 
简 用 一 个 简单 的 伪 射 变换 ， 即 有 如 图 8.58) 所 示 的 情形 ， 所 以 s 格 
ARPS EADIE x- >» 坐标 系 下 节点 的 排列 规则 写成 : 计算 
ЕТ» а 8, Ба) rH уда x 和 方向 编号 : 此 时 ， 网 格 层 序 
_ 列 {81} 的 构造 仍 相 同 于 正方 形 网 格 RB 分 划 的 情形 ， 


53 ” 单 向 缩减 方法 

ЕСЕН ОУ R° 的 无 限 网 格 ， Рух {Xo У)» 
Рис ЧА, jA), Hig 
(64: 156 Riv mih = 0, +1, 52, ““), 
Суз =4УЄВ| у= y, jÁ', іс0, +L, t2, ==), 
Шбс = G, x Gy 

Е С ЕЗГЕ ЕКС), k-20, 1,, 其 中 
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(8,17) 


Сұл Grp ХС» (8,18) 
Gaa -ІіХЕРБІктх,кійц Яұл29; [-0,51,52,9H 
也 就 是 说 
бъ={РЄВР= Po+ Pi Pi; Gh, IAs; h 
i, J=0, +1, 52, ` 
ЖЕНЯ 47 (8, ODATI P = Pr = Gho JA). 在 这 种 理解 下 ， 
G 上 局 部 离散 算 子 S, 的 定义 (8,5) 式 和 有 和 (8.6) 式 仍然 成 立 。 
定义 在 Gu 上 的 局 部 离 诸 算 子 S, 可 以 按 行 分 解 为 “ 行 " 离 散 算 
子 X; GE ЕС. E) 的 和 ， | 
Sy= ZE IX i= "+ КЕ X -1 tE X tE X +, (8.13) 


Ей, БУУН т, E Ew, y)=u(x, y+ 
jh", 5,0 LRF SR MCESTU -AFS 同样 可 
定义 为 7 ИИ 

S, = ХЕХ, бұл >» ЕХ}, SE XEM; E (8,20) 
Жш, X ХЛ ВРВОТ X: 所 对 应 的 共 
ж. НЕН. | 

例如 ，5 点 离散 格式 在 Gi 上 可 表示 为 
= F Аы E X tE Xi | ооң, 
[1 


52 оү. ПЕ 
" 0 to -101,*|1|t-14 unen a -1 01, 
‚1, БЕС | 102, 
[ul 2-і ` -fo 
sh D , sip n sees], 
ы-і дж. -і Жж. Ü jk 
| і | 4 1 | | | 
_ | - 8 | = B | | 
S.S k= | — 1 0 10 0 —1 iE 15 "1 " 
— 8 | - 8 | 
1 k 1 " 


Xin, 5 点 匡 分 格式 在 Gr 上 可 表示 为 


-i —4 —l'/r 1-41 
-10 14 0-1| /-1 14 -i 
-8 0 -1760 -8 -8 -176 -% 

S,S,*| 180 396 0 18| =) 18 396 18) . 
-80 -1760 -8 -8 -176 -8 


-10 14 0-ІЛ i-1 14 - lla 


由 这 两 个 例子 可 见 ， 85 ТЕЕ С. РАЊЕ Т. 
正 由 于 此 ， 我 们 可 以 构造 数值 求解 离散 才 次 边 信 问 是 
ы (Р)-ғ; (P), Pc, 
u(P) = 9(Р), РЄаа, 
ЕШТЕН WIE T. Ятра, = етегі Q (l, = Өй Г G ns { (х,у) | 
0<х<7а, 06<У<5), Gu G,X Gy, х= y =Ó, В = арп, h^ = 
bjn, п= 2”, ВЕУ С.П 0. 1 x G, БАКРА 
ПЕ ғ, y=0 Ж у= 处 是 反对 称 的 。 | 
利用 $2 中 的 处 理 办 法 ， 可 推导 由 x* НЫЛ ЖЫ: 
SHP)=r(P, PRQ, Кст-1, =, 1,0, (8.21) 
其 中 | | m | 
S= S,-19, 2.1, Е-т-і, "s 2, 1, 
ri(P) = S, Qr, PY, Рей,, К-т-1,"”, 2, 1, 
例如 ， 对 于 5 点 离散 格式 情形 ， 有 
SAP) = —u(x —h,, y) к OWN y) -u(x Fh, y) 
Am, с, ТЕС, ШЕТ Oz diei S RS RE Boc ЖО: 
C,5E-1 [4] - 15 Ci=[1 -8 [16] - 8 175, 
С,=[1 -16 96 -272 [384] XRT. 
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B up) = = B u (x — h y) TOR. у) - Byu(* + ha, у), 
其 中 

Co-L- 4 120 | - 4]”, AB.-L-1 EST — 11, 
C,-El4 -176 |39| 17, ВізІ-1-8|-18)4 АТ, 
Ci= [194 - 4960 41864 - 144928 | 218252 | ЖА, 
B,=L-1 -16 -100 -304|- 454] 对 称 ]。 

A JB МБИ оГ с; ik = Ü, 1, =, т-1), Re= A Ory 
(k=0, 1, =, m- D, Gn(. 180 xg X, Шир (8.215538 
一 步 分 解 ， азин p Rx 73181580377 (быт — 1); 

(20902100 Рей, (E,) 
tuC(P -—SuUucP.rriap, Pe Ri, * (ҒО 
Ши-т-ІіІМ, ERDER 4B x7; 向 ЕЗІ, БЕРШ 


pus oW. ik) 7-1,2, on n- n 由 广 


程 组 (o, ONUS (чү yu (s I8) 1-1,2, 
п-1 GEAR EAS TEA RENER. 

ЕТЖ, HUS EPOD, Ж арра 
Bub Rupee HR Son nu b Babe RICE HE ЫЛ 


B. Әп Иа X aqha АЙН, TARRY 
湛 也 是 基本 适 由 的 ， 


54 іы 


ЖАЙТ ІРІЛІ fiit 


正如 前 述 ， 缩 减 方法 在 实施 中 产生 误 盖 的 原因 主要 是 由 于 采 
用 了 简化 烙 式 S CO ELS LESE ERI А ЕВА. 为 了 
作 误 莹 估计 ， 先 给 出 一 些 有 关 的 模 量 定义 和 记号 。 因 为 局 部 离散 


4485. 


ы 


格式 SS NEDBBEEB GST BEL, BU 
1.1. = max 21186, 9781.511. 表示 旦 简 记 为 1$:1， 相 应 地， 


5, (00| Ур] ЫП Ж МЕСЕ . ЭШЕ [o Шай 
Жаса, ИШЛЕП; 上 的 矢量 模 ， 落 /= 8， 就 简 记 为 bul. Ж 
121.5 | = 51а, 
АИИ ВЕДЕ EAA ЛЕТЕ 26, ЙІ 
SAP) =F (Py, Е-0, 1, - т; (8,22) 
БЫНЫ ЛЕН ЭЕ НГ r, 22217 195 or, EUIS, XE 
s 5 ДЫ КЕ Н BITS FO АНЕ À ЗЕ BJ АТЕВ: 则 #, (P) 
适合 如 下 关系 : 
Тұл fy- rg 
= С OF GP), Рей, К-1,е,т 
кенже АЕ Га Ерке Р, 
ЛОАР r fo А8, S,- G 5100), бғұ-А8, 1Ұр21» 
划 误 差 函 数 Аг, 和 ór, (kal, =, т 适合 下 述 关系 : | 
АҒұтт,- ъ= S-ar- GS С 
= $к-аГу-1— 5ь-1%,-155ь-47ұ-а 
- С" КЕТЕР | 
=S.- Ar. I ASe- ge Ari) (8,23) 
б”, rZ ASíL-.T 1-1 Абу (Ғғ, ұ-АҒу-.). (8.24) 
ЕНЕ E SLT, 缩减 方程 (8,22) Е Æ Ri 
ин т, зе, 1, 0 ЕЛХАН НЕЕ HUS MARIE ku = u- 
Ho BA ди 是 由 方程 组 p 
5/8 (Р) «ЕКР), jam, =, k+l, 
" = OrL, .一 (8,25) 
50р) = 0, Jj-k—-1 =, 0 


RER. А» НЕЗ МЕ ЕЛ ЕЛІ LEE BJA 35 Ж 
Sd M алд”, K=0, 1, =, т, (8,26) 
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ди = ди + д, ++ +дй, (8,2% 
ТРАЕ дао ж, {= 
ADES olh lóri = Ағ ер | (m0): 
ЕЛ (8,23) 20108,24) s, A КАКО ЈК = 1, “еу m 
АТА 
(Iani -а Ond arD lAr Ds 
СЕЛЕРИ ЕЗУ СТУ 


TIAM ЕЖА АЖ 58-м, ЕЕН: 
{т+[ 1sS pe] < IS; ue 
若 广 意 递 推 公式 
Аа = E, Ar = дү үшү ү + (1 + ауса 
| (К-1,",т-1)» (8,25 
А 0, 7 8, ds 09, a (06-1 FÀ, ,) (ЕК-і1,ч-,т), 


其 中 | E 
аз= SiS g= 1801157261574, 
ЖН 15:0, 0140200060, 6-6, my) 结合 (8.26) 
Ao Н 
{дүш Plu]. ` (8,28) 
29 T XE—Zb4i IAS]? 7 (D, H (8,2505 | 
убри = 57054, — f—0, 1, +=, k-i, 20-4 
ТЕЖ диі)-0, 1k- DEH ua 不 变 地 传播 得 到 的 ， 所 以 有 
ju S;ÓQu [ou] PE CSD 7 1]157;][0,u]127*? PER, 
50, I, “е, k-1, AmA | 
[Au] rl ou +, j= 0, 1,*,K — 1, 
ЛМЕ C5, Lb dou] 916, (8.30) 
其 中 
бре Rieti Kj maxi (ST lIIS7], 1). (8.31) 


Ш 
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н (8,2902 Ж (8,3035, TH 
БАЛЫМ /pu| P1? жала (8,31) 
最 后 利用 (8,27) 和 (8,31) 92 гова ЯН АЗЕ 
Tu. 
定理 8,1 ЛЕЯНЫН, ІШГЕИЕЕ АА ЖАЗА Ж 精 
EER AE E] HR 09, a ЕЗ Ж) ; 
jou] ued + £,0, + "= +Ë, On ` (8.32) 
ЖН, ó; 由 (8.28) X UE. £H (8,31) НЕ. 
PEUU. (8,32) 式 可 改写 为 
ED A 


EH, Ес Еа + "55,4 | O = т> БА, F. eps Ғе Aun 钱 


Мн», ӘБЕН, B O«IL. A]uAfu HU HBL«O 5984 
1.970 N, 1510-4, e E BLOSS HE, қынама 
т Е ВІВ 3 Jóu] nyju] 21, 4 x 107* N, 


4.2 ойаны 


”用 某 种 选 代 法 求解 (КВ н] Kk 29 
{к perro i=l, 2, чө, 
uk = 0, | . 
Ah B, jÉTBMIBMATSABEE. іп 8, = (ву, Т. 
EE if P- киева Bo Iul. MERE 
SiL 得 c n^. FE 


a - 80 ju, ав du- ut] ea. LEE 
综合 这 两 个 式 子 ， 即 知 第 1 (k) Dok POE RO XE EE 
а-а ORKO Je] ROO SAE -28T |, (BID, 
Я:(8,30055, Ж | 
[u а 19777 pu осо, A 28071 GB D, (8.383) 
.从 们 利用 184 S СОВ ООН 
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0,0485-8,5<<0,2 OSS, B,x0.1(9«kx20, (8,34) 
(8,34) ЖЕНН ТА, fJ h EXARH ЖЕН F) BAES h 
жас, (8,3 ІН РД ЕЖЕ Fo ВЕКА ҚОРА (К), DI 
kl, 2009=107°, Hu, uj е, {ДИН = 
7, l;24, 1-98, ір-5(Ес-4), 


Рожан ЗЕН: 58322; ИННИ EE BSEC EORR 
[RH EO ELE RES ERRARE, НЕЗНА T e 
PEE ЕНЖІНІҢЕ, АШ ДИЕ ГН. БІЛ 
J ERED БЕЛИН IW BS SE BI byk ИЧЕ ға, ХЫ 
ИКАР) MER HU RE РЕЛЕ ЖЕ, БН X OR UE T 3k Br AE 
精度 在 变换 后 仍 满足 细 网 层 上 上 数 信和 解 精 度 的 要 求 。 这 是 有 启发 作 
НУ. HADAR ZAER a A ТАА PE Pt ИО zk. 

O РУЫ, Қалы. ЕКЕМ. ӘЗІЛІ SER 
ЕЗБЮАВФИЕ АҚИ, тела а Ж, 以 进 一 
步 提 融 实际 计算 效率 和 适应 性 ， 2 

Pin, AEN ME (ЕНЕНЕ Е ЕО. 

іше)» (х, уУ)Є д, ігі, 2, ө, 1 (8.35) 
= ЖЕДИК THER, Впиятаун 
Lic PATET (х, y) € Q,-,, #=2, уну, (3, 36) 
显然 ，. 与 离散 方程 | А 

L1-18;- TRES . Ж (8,27) 
НЕ» H,- (0-40 ш, о ОН, Н 

Eu HD) 00-04 = 0-0) (301, i52, 3, P 
这 样 ， 在 2, -; 网 妾 层 上 就 有 了 两 个 离散 精度 不 相同 的 离散 方程 
(8.36) 和 (8.37) 式 ， 于 是 ， 余 最 校 正 迭 代 原 则 就 可 以 应 用 了 。 这 
т» ИШЕ. Б) НЕР ЕЖЕЗМИЖНЕО ВИШ, іи). 
作 祭 量 校正 选 代 ( 参 见 FERD, 


s 46р • 


{т нао R70, 1, "ü, (8,38) 
L 4-4? = ўй. а-а 
MR, (8, PESTE MG 方法 等 其 它 高 效率 算法 求 
Ж, 经 有 限 步 余 量 校正 从 代步 后 ， 有 
|[и- ut |= fuU... 
Ей, ЖШ КЕШЕНІН, Ng «Br, Are 
Ju- E, /i 1/27, 
дә, HRA TARERE ARPIT Г, ЖМ 
luu. |2z|u- H, |. 
aZ, Жж НЕНИ ARGENTO EIS, НЇН, E 
ПЖ Дин, ЛЫН, B-E EKLENEN 
NR, | 


у Ж | 
。 利用 Hermite ЭНЕ Au = f 的 高 精度 差分 格式 ， 
办 法 如 下 | 
АЛЕН Е 


№ = " à Сени (Рр +b, CAU) pu Crt lA M) p, ], ` 


其 中 onu. б, ca 是 待定 系数 ，G= (G, £D, Gil, D, 
GEL t7; PRERANE Pu 处 作 Taylor Е (А, = 
h,=hy; 整理 合并 天 (gs = 0 1, 2,66) КОНЕ M; & A* 65 GE 
пони н), MUS T КРЕ НОУ 


Ё = 20u (P,)) 24 x= иф, )- > u(B. 
' iH, AIG m, ñ yE C's 
2 
+= (зада (Р) - У Au.) 
іш, һ3Е ҒА 


hi 
tA + У Ач«Р,Ә)- 006), 
н. n) € 1 
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其 中 ,G1= (бізі, D, сі, jD} G,=1G 31, жр Æ 
ж» MHARA, ИНИ f ЖАУП Au ЖІ А?и, БЇ | O (6°) 
` 的 着 分 格式 ， 

试 按 记述 过 程 ， 详 细 推 法 这 个 商 精 度 鞭 分 格式 。 江 将 其 表示 
为 局 部 离散 格式 。 

2。 用 子 刚 阵 到 加 的 办 法 详细 推导 引 形 汉 线 性 元 和 ЭН E 
次 元 的 局 部 离散 格式 ， 

з. ЖЕНЕ Poisson 方程 的 相同 网 格 步 长 5 点 局 部 高 歼 格 式 
的 线 尾 组 台 . ut db 

-1 | E -1 " a 
4-1 4-і * 224 | 
-1 J 1-1 -1 
得 到 的 其 分 格式 和 截断 误 莽 ， 并 就 不 同 网 阁 步 长 的 相应 情形 讨论 
之 。 

4。 用 和 矩形 双 线 性 元 和 5 点 差分 格式 数 信 求 WE Poisson 方程 
第 一 边 值 问题 ，， 

(D 试 纲 制 用 e-Jacobi 方法 途 民 求解 的 子 程序 ; 

(D 试 编制 用 GS 方 靶 选 伐 求解 的 子 程序 ， 

(3) . 试 编制 SOR 方法 选 此 求解 的 子 程序 ! 

(4) 试 编制 RB-GS 方法 迭代 求解 的 子 程序 。 

5。 试 推导 定理 2 2 中 的 (2 DR, 

б. АЛЕН Fourier 分 析 法 分 析 9 点 识 分 格式 和 正方 形 驶 
线 姓 元 格式 的 GS БНА НИКА Е. ， 

7。 试 用 局 部 Fourier 分 析 法 验证 ，5 点 差分 格 式 各 9 mÆ 
分 格式 SOR Zi byk akaqa 1 – O GO Brit. 

8. Xj Pbisson 方程 的 等 腰 人 直角 兰 角 二 次 元 局 部 高 ВЕК Ж 
RIRB-Jacobi 和 GS DERE., HOSANA TARMA A 
тд, НН ИШЕ ЖЗ. 

9, ПЕВНЕ ВТЕ Pr Hog BO ERR СЕЛТ ОЖЖ 


* 48) + 


SHY. | 

10, EMG FEH, BIRARE ЕТЕН SAR AAD ЖДУ 

TERETE “ЫН”, MARRE MADRE HAT 
11. RUNIY E Hi n ЗЕЕ ТН АЧТА Жах А, Взе Euclid 

АП Euclid 入 为 


TA y 5278 Vx, уе, = Ор, 


! Ixi»* (or 5, EM ды EP V x € B, cy Е ФИЯ, С 
ДИСИ, (>, e)p) E Hilbert Zx[H, ЖЫЯР 4 U--V М 
H A: VUEN 

(Au, у= <t, Ду, ушер, Утер, 
RER: | 
Š | жы (eye 27. 009 
" 12. EBI Гү ЖР IA 生成 的 征 阵 


0] 

(121 | 21 

ГС: "1 2 1 T, | ШЕ 15 EE 
[i24 И mrrhl-lb io 
"12 1/ 2 


Arm С 
. EU. wp > Шыде 

Жый, ТТТ ГА) 

БЕТЕГЕ ТТЕРІ 

бадан. шкала тал TR 


(Hy Yp = PLE u (A) u, (x) 
PEBE ñ. 
44%” 


7121 121 
TET | _ 1 | 
(1) rt 1242,1 11242), 


1121) 121 

011 011 
(2) 18-2121, B,-1121| 

110 110 


14, ЖЗШ (1) 中 内 揪 算 于 并 的 双 线 性 特征 。 

15。 离 赦 化 误差 定义 为 R u u, Жун Rx 是 到 网 格 O 上 的 
某 个 限制 算 子 。 RART? PASE R i- =YRx， 且 定义 # 的 插值 误 
EXjpru,—u,Q WIR: AFE АЈАГ АТАТ ААН u 和 
u, 者 
[Rau — ulo -0dD, ra "slos ZOEY; 1212. ОО», 
йи ың о 00 аны 

ғи. ТИ CR 

16, HEI + (х, 20, (十 28 у), (қ, у+2һ) 

IG + 2h55, 7 HARD ERS ar 用 n а 


Е | 0:-1 00 5 6, 
- em s 0 4 0 u= f, I ИЯ: 


Т `" = Ф _ 1] 7”. 


计算 在 (x+ yh) HER u, f кси», 值 用 


-і 
om adn "Oct 
TEE ; —-1l.- | i z^ 


计算 之 LIE 
mro 
^o с) ЧАЛЫ ЭН ИИ LR 3 be 
va. 17. 验证 经 第 .13 题 С) 中 播 信 算 于 г, 作用 ' 得 到 的 or 
Fiste ERU b as XE (0; 0), 25, 0), (0, 25), (28, 28) 


节点 值 所 作 的 双 线 性 描 值 相同 ， 试 确定 4 的 捕 值 精度 阶 ， 

18。 验 证 经 第 13 题 (2) 中 播 值得 子 14 作用 得 到 的 v= 
Jia? AH v, 106 (00, 0), 00, 2/5), (ой, 24) 节点 值 所 作 
НӘ ЕНЕ; ГЕННЕН ИЕ 2177 

19。 使 用 下 述 三 次 插值 WEG. у) E: ni th B9 УА, 
(хай, УУС ЗА, УИ 0- 中 的 网 格 节 点 ， 在 (x， 切 处 以 
K (w kvh, ув) (у. BAREO ЖЕНУ x 方向 播 秆 公式 形 如 


2! UIN, Уу) = (pta! (X, жана y) 
Cb roues 


PM ‚(х=й, y) et aa GAS Y) 


* 16 T "1 


| "gira +34, yh. Я 
КЕН 


E vh, > + Bh) ty、k 为 奇数 ) 处 ， 则 类 似 地 作 出 v ЭЛДЕ 
捕 值 。 车 将 这 种 三 次 插值 写 成 局 部 离散 格式 RIA 


ИЕ 1/16*.0. —9/18* —1/16 —9/16* 90. 1/65: 


0 0 Ü 0 0098 0: 
- 9/16? 0 81/167 9/16 81/16? 0 -9/15* 
-1/18 0 9/16 1 9/16 0 -I/168 |* 
—9/16* 0 81/18" 9/16 81/162 0 -—9/16* 
(0&9 29. 9 ., 9 9 01. 
1/16? 0 -—89/16* ~ 1/16 —9/16* 0 1/167, 


试 证 明 此 播 值 对 于 任 一 双 二 次 函数 六 Уа, unt y ERR. 


20. PO ЭНИ АЕ АУТ ИЛЕ И ЮЗ ЛГА 
ERRARE. 

21, 编制 使 用 6 点 离散 格式 求解 Poisson 方 程 .第 уыр 
Eli) MG ЕСУУ (8 950. ЖЖ, Бн DO = [0,1] 
xio 1145229 2^ x 2” 等 分 ; -相应 的 网 格 层 记 汶 Qu ЙЫН 
ФЕН GS 方法 , RACHAR T. ИВЛ ЕЕ 


° 4944 


Jig] RT, 

(1) ШУН НОЙ, ЖІнА-4і-0,15 МЕХ ЕНІ ЕН» 
分 别 在 Q. (m= 1, 2, +, ӘКЕНІҢ иі, шей. 

(2) 计算 u, 时， 记录 比较 每 个 MG ир. 

(3) 根据 (2 计算 出 MG 循环 步 的 平均 收 皱 因子 2. 

(4) 比较 Pa Pa <=, Pas di P, On o М ЖЕНЕ, 

22. REDEE 2-10, 11хГо, IJfERB 分 划 情 形 下 的 多 层 
网 格 方法 ， 07 

23. ЕҢБЕ) л УЕ, 

24. ПЕВА ËR; Ez IL; ЕН, Fox Ber 601865,2), 

L;-17 II” L, Ii- -i+ 

25, кенін E AER PE "ПЕНН rh Bin] RE. 

和 天 和 一 a LoT 
= |L I! — !_ (CT!- tr T! _ kS a i 11 
= Үй үн «асынан бузар -1| еор<сеВ1. 

26。 试 编制 解 矩形 域 上 Poisson 方程 的 逐 层 子 空间 选 代 程 
ВЕ, ЖАЯТ Тт Јар, 

(1) ЖЕНЕ ЕЛЕНДІ. TASR du, RISI 
КЕШЕНІН 五 wj， 并 计算 下 它们 的 外 推 秆 全、d 和 DU 

(9) ТЕҢ uH. du, dil, Du, Dh ERREN E. 
HEGI ERAR. 

27. ЕЯ ЦЕ E LABRE Lu, 二 f, meant ul, 
=H xk ET Аре ВЕУ Н L u = di = fi Lul ud 
解 tol, ТЫВ ВЧЕН NEMM = sl + т]. нити 
Қамал, | Я - 

28。 已 知 局 部 离散 格式 ， 


— Í 
15] = -j 4 E 
N -1 


"ГЕР * 495 + 


га p5Ó a8 | * Ü ж 
HH C 5) [5.1 = ж Ü * 0 * 5 
a b a 


其 中 * 和 0 分 别 表示 非 办 元 素 和 数字 轩 ， RARR 

wu A ` L CIS] = Г] | 

RU BOE ЭРЕ СЗ ГАНЕ Ж, . 
29, Xj 5 点 格式 | 


(C EST u = - Au? -Atu + OLA); херь 
两 边 同 乘 局 部 离散 格式 [S],* [S1,， 就 有 格式 | 
[S1,u (x) = 1285* f h 10&Af — воо, | "S0. 


Ou Ou : 00. 4A x 
其 中 ， o ахх | ЕГЕН y ! | А | _ ; | 
Ri us. та | | TH | 1 T 
L3 2 |-1 4 -1ps ES hz|1 4-1} 
ae ОЗА TE йр 0 1 А 
EE Ы ih r d. ERE Zn | End M | 


IP -R ond шу (ls бё —9 -82^- Б. 
егі 2 12 негі. 18532-32 182,432 1]. 
ер 1 а ^1 | 8 -82; 3, 
Yit Оз. т, š o o B, vo dia 

ay зале В, © < 7 

(2) 试用 这 两 种 格式 外 推 ， 导 出 在 sea na, dt Т 
精度 格式 ， 并 推出 新 裕 式 的 截断 误 鞠 。 Сех 

30. Kirchhoff т ЗЕ НЕВЕ U (20 £5 性 


HE. Blu, ЖФ озоби), T = ш), ， 则 可 将 非 线性 方程 


7,2 37 
Ж 
ч 1 


* 495 • аА 


V[ktbD vul]-0 


EART v 的 线性 方程 


Ан =, i 


试 详细 推导 这 一 过 程 ， 并 讨论 Kirchhoff 变 换 在 数值 求解 此 类 
非 线性 稳固 边 值 问题 中 的 应 用 可 能 性 ， 
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